
Prof. Dr. Mohamed I. Zahran                                               Notes in Adjustment Computations 
 
 

1 
 

 

 ضبط الأرصاد المساحية

Adjustment of Surveying Observations 

 

 Surveying اٌزٟ رزؼشع ٌٙب الأسطبد اٌّغبح١خ ٠Errorsٙزُ ٘زا اٌجبة ثذساعخ الأخطبء 

observations  ٍٝ٘زٖ الأسطبد ٚوزٌه و١ف١خ أزمبٌٙب إٌٝ اٌى١ّبد اٌّحغٛثخ عٛدحٚرؤص١ش٘ب ػ 

Estimated Quantities  ِؼبٌغزٙبرغٕجٙب ٚٚو١ف١خ. 

 

 Errors in Surveying Observationsالأخطاء فً الأرصاد انًساحٍة   . 1

ٚؽج١ؼزٗ ح١ش رزؼذد  اٌزٟ رزؼشع ٌٙب الأسطبد اٌّغبح١خ ؽجمب ٌٕٛػ١خ اٌؼًّ اٌّغبحٟالأخطبء رزٕٛع 

 ٚ اٌّغح اٌزظ٠ٛشٞ Terrestrial Surveying ؽشق اٌّغح فٕٙبن اٌّغح الأسػٟ 

Photogrammetric Surveying  ٕظبَ رحذ٠ذ اٌّٛالغ اٌؼبٌّٟ ثٚ اٌّغح GPS Surveying شزشن ٚر

ٌزا  ٌٙزٖ الأخطبء ِٕزغخ فٟ وُٛٔٙ ِظبدس اٌشاطذْٚ ٚ الأعٙضح اٌّغزخذِخ ٚ اٌّح١طخاٌؼٛاًِ اٌطج١ؼ١خ 

 :ا٢ر١خالألغبَ اٌضلاس  رٕمغُ الأخطبء ؽجمب ٌّظبدس٘ب إٌٝ

o  ؽج١ؼ١خ أخطبءNatural Errors ٌٚٝاٌزغ١ش فٟ دسعبد اٌحشاسح رشعغ إ Temperature  ٚ

 ٚ الأىغبس اٌغٛٞ Atmospheric Pressureٚ اٌؼغؾ اٌغٛٞ  Humidity اٌشؽٛثخ 

Atmospheric Refraction اٌغبرث١خ الأسػ١خ ٚ Gravity. 

o    أخطبء أعٙضحInstrumental Errors  ٚ ِٓ ٌلأعٙضح اٌظٕبػخ اٌّؼ١جخ أٚ اٌؼجؾ اٌغ١ش ربَ رٕزظ

 أٚ اٌحشوخ فٟ ثؼغ أعضائٙب. اٌّغزخذِخ فٟ ػ١ٍّخ اٌشطذ

o  شخظ١خ   أخطبءPersonal Errors  ظٙش ثغجت ِحذٚد٠خ اٌحٛاط اٌجشش٠خ اٌّغزخذِخ فٟ ٚر

 لجً ٚ أصٕبء اٌشطذ.اٌّزجؼخ  اٌؼشٚس٠خ أغبص اٌخطٛاد

أخطبء ٚ  Gross Errorsعغ١ّخ  أخطبء إٌٝ رجؼب ٌطج١ؼزٙب  فٟ الأسطبد اٌّغبح١خالأخطبء  رظ١ٕف٠ّىٓ 

    .Random Errors  ػشٛائ١خأخطبء ٚ  Systematic Errors  ِٕزظّخ

   

 Gross Errorsالأخطاء اندسًٍة   . 2

لٍخ ػٕب٠خ اٌشاطذ أصٕبء ػ١ٍّخ اٌشطذ. أِضٍخ ٌٙزا إٌٛع ٟ٘ أخطبء رٕزظ ػٓ  الأخطبء اٌغغ١ّخ أٚ الأغلاؽ 

ٍمشاءاد ٌ اٌخبؽئ شطذاٌ - لا ٠زُ سطذ اٌٙذف اٌّطٍٛةٌلأ٘ذاف أٞ  اٌخبؽئِٓ الأخطبء :  اٌشطذ 

فٟ أػّبي ا١ٌّضا١ٔخ(  1.95 اٌمشاءح اٌظح١حخ ثذلا ِٓ 0.95مشاءح سطذ اٌ ِضً)مشاءح  عضء ِٓ اٌثئغفبي 

ٌٍٚزغٍت ػٍٝ   (.2.91اٌمشاءح اٌظح١حخ ثذلا ِٓ  2.19رغغ١ً اٌمشاءح ِضً )أٚ رغغ١ٍٙب ثظٛسح خبؽئخ 

ِضً سطذ  ثؼًّ الاحز١بؽبد ٚاٌّشاعؼبد اٌلاصِخ أصٕبء اٌشطذاٌشاطذ  ْ ٠مَٛ٘زٖ الأخطبء ٠غت أ
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ٚ حغبة ِزٛعطّٙب   - ح اٌٛعطٝشؼشٌا حسطذ لشاء ثبلإػبفخ إٌٝ - لشاءارٟ اٌشؼشر١ٓ اٌؼ١ٍب ٚاٌغفٍٝ

وزٌه رىشاس اٌشطذ ٠ّىٓ أْ ٠ظٙش اٌزٕبلغ . فٟ أػّبي ا١ٌّضا١ٔخٚرٌه  مشاءح اٌشؼشح اٌٛعطِٝٚمبسٔزٗ ث

اٌزٟ رغزخذَ رٛعذ أ٠ؼب ثؼغ الأعب١ٌت  .٘زا إٌٛع ِٓ الأخطبءث١ٓ الأسطبد ٚ ِٓ صُ ٠غبػذ فٟ اوزشبف 

حغبة ٚرٌه خلاي ػ١ٍّخ  ٚ اعزجؼبد٘ب الأغلاؽلاوزشبف  Statistical Testsالاخزجبساد الإحظبئ١خ 

  .ِٓ الأسطبد اٌزٟ رُ عّؼٙب Estimation Processاٌّزغ١شاد اٌّطٍٛثخ 

 

 Systematic Errorsالأخطاء انًنتظًة   . 3

ِظبدس أخطبء ِؼٍِٛخ ِضً الأعٙضح اٌّغزخذِخ ٚ اٌظشٚف اٌغ٠ٛخ اٌّح١طخ رٕزظ ِٓ  ّٕزظّخالأخطبء اٌ

 .بٌّٕبرط اٌش٠بػ١خ راد اٌؼلالخث أٚ اٌزخٍض ِٕٙب أٚ دِغٙب ٟٚ٘ أخطبء ٠ّىٓ رظح١حٙب ثؼ١ٍّخ اٌشطذ

ػٍٝ اٌّغبفبد  ٕبرغخ ػٓ رؤص١ش اٌحشاسح ٚ اٌؼغؾ اٌغٛٞخطبء اٌالأأِضٍخ ٌٙزا إٌٛع ِٓ الأخطبء :  

الأخطبء ٚ  فٟ أػّبي ا١ٌّضا١ٔخػٍٝ اٌمشاءاد ٚوش٠ٚخ الأسع الأىغبس اٌغٛٞ  ٚ رؤص١ش اٌىزش١ٔٚب اٌّمبعخ

 Film Materialاٌّبدح اٌف١ٍّ١خ ػٓ رشٖٛ ٚ  Camera Lensػ١ٛة ػذعخ اٌىب١ِشا إٌبرغخ ػٓ

وزٌه أخطبء  ػٍٝ اٌظٛس فٟ أػّبي اٌّغح اٌزظ٠ٛشٞاٌّمبعخ ٚالأىغبس اٌغٛٞ ػٍٝ إحذاص١بد إٌمبؽ 

ٔظبَ رحذ٠ذ بعزخذاَ ثالأسطبد ػٍٝ   Ionospheric and Tropospheric Errorsاٌغلاف اٌغٛٞ 

 .(GPS) اٌّٛالغ اٌؼبٌّٟ

 

 Random Errors   ؼشوائٍةالأخطاء ان. 4

ثؼذ أخز الاحز١بؽبد اٌىبف١خ  -طغ١شح أخطبء ِٓ  ثبلأسطبدِب ٠زجمٝ أٚ ِب ٠ؼٍك ٟ٘  ؼشٛائ١خخطبء اٌلأا

ٚ٘زٖ   - رظح١ح الأسطبد ٌلأخطبء إٌّزظّخٚعذد ٚوزٌه  إْ ٚإصاٌزٙبٌزغٕت الأغلاؽ ٚاوزشبفٙب 

رشزًّ ػ١ٍٗ ِٓ رغبِذ ٚ  بثّْ ػ١ٍّخ اٌشطذ اٌّغبحٟ لأغ١ش ِؼٍِٛخ اٌّظذس ٌٚىٕٙب رٕشؤ غبٌجب الأخطبء 

٠زذخً ف١ٙب اٌؼٕظش اٌجششٞ  ح١ش ١ٌImperfect Processغذ وبٍِخ رّبِب  ػ١ٍّخٟ٘ رغ٠ٛخ ٚ رٛع١ٗ 

رشزًّ  لأخطبء إٌّزظّخا إٌّبرط اٌش٠بػ١خ اٌزٟ رغزخذَ ٌزظح١حوزٌه فبْ  ِٕزغب ثؼغ الأخطبء اٌجغ١طخ

. أ٠ؼب الأخطبء ِٓ ٘زٖ ثؼغِّب ٠ؤدٞ إٌٝ  فٟ ثؼغ الأح١بْ Approximation ػٍٝ ثؼغ اٌزمش٠ت

 . Laws of Probabilityرزجغ الأخطبء اٌؼشٛائ١خ فٟ عٍٛوٙب لٛا١ٔٓ الاحزّبلاد 

ِّب ٠غزٍضَ ِؼٗ إعشاء  ِٕزغخ فٟ إٌٙب٠خ أخطبء اٌمفً فٟ ا١ٌّضا١ٔبد ٚاٌّؼٍؼبد ءلأخطبرزغّغ ٘زٖ ا

الأسطبد اٌّؼجٛؽخ الاشزشاؽبد اٌش٠بػ١خ ٘زٖ الأخطبء ثح١ش رحمك ٌزٛص٠غ   Adjustmentػ١ٍّخ ػجؾ

  ٚ إٌٙذع١خ ف١ّب ث١ٕٙب.

 

  Normal Distribution   انتوزٌغ انطبٍؼً. 5

ثح١ش لا رحزٛٞ ٘زٖ الأسطبد ػٍٝ أغلاؽ  أٚ  ِب ػذد وج١ش ِٓ اٌّشادشطذ ِغبفخ أٚ صا٠ٚخ ث إرا لّٕب

أخطبئٙب اٌجبل١خ( ٚ )أٚ  اٌم١ُ اٌّشطٛدحث١ٓ  Histogram ٍؼلالخاٌج١بٟٔ ٌزّض١ً اٌٚحبٌٕٚب  أخطبء ِٕزظّخ
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٠ٚغّٝ إٌّحٕٝ  )أٚ أخطبئٙب اٌجبل١خ( ػذد ِشاد رىشاس حذٚصٙب فئٕٔب ٔغزط١غ ِؼشفخ شىً رٛص٠غ ٘زٖ اٌم١ُ

 إٌٝاٌّؼٍغ  ٠ؤٚي ثض٠بدح ػذد الأسطبد ثشىً وج١ش. Frequency Polygonٞ ّؼٍغ اٌزىشاساٌإٌبرظ 

٠طٍك ػٍٝ ٘زا  . Bell Shape شىً اٌغشط ٌٗٚ  ِزّبصً حٛي ِشوضٖ  غ١ش ِزؼشطِٕحٕٝ ِزظً 

 Normal ٠ٚغ١ّٗ الاحظبئ١ْٛ  Normal Distribution Curveإٌّحٕٝ ِٕحٕٝ اٌزٛص٠غ اٌطج١ؼٟ 

Density Curveٟرؤخز داٌخ اٌزٛص٠غ اٌطج١ؼ .  Normal Density Function  :ٌٟاٌشىً اٌزب 

 

 

 ( )  
 

  √  
  

 
(    ) 

    
 

 

 

 

 ح١ش: 

 x     The mean or expected value of variable xاٌّزٛعطخ أٚ اٌّزٛلؼخ ٌٍّزغ١ش  خاٌم١ّ:       

 x       The standard deviation of variable xٌٍّزغ١ش  لأحشاف اٌّؼ١بسٞا:       

ِغب٠ٚخ  x اٌّزغ١ش خاٌؼظّٝ رمغ ػٕذِب رىْٛ ل١ّل١ّزٙب وّب أْ     ٚ٘زٖ اٌذاٌخ ِزّبصٍخ حٛي ِزٛعطٙب 

 رز١ّض أ٠ؼب ٘زٖ اٌذاٌخ ثبٌخٛاص ا٢ر١خ: .  ٌم١ّخ 

 .  ِٓ  xرؤٚي اٌذاٌخ إٌٝ اٌظفش ػٕذِب رمزشة  -1

 ٠ىبفئ اٌّغبحخ رحذ إٌّحٕٝ اٌّحبؽخ ثٙبر١ٓ اٌم١ّز1x  ٚ x2ٓ١فٟ اٌفزشح ث١ٓ  x احزّبي ٚلٛع -2

 ٓ اٌم١ّخ اٌّزٛعطخ. ل١ُ الاحزّبلاد ٌٍح١ٛد ػٚاٌزٟ ٠ّىٓ حغبثٙب ثبعزخذاَ اٌزىبًِ اٌؼذدٞ

 :وب٢رٟ )أٔظش اٌشىً اٌزبٌٟ(رحغت     ٚ     ٚ     ثم١ُ رجٍغ  )اٌخطؤ(

 (                    )   (                    )         

 (                 )   (                 )         

 (                 )   (                 )         

اٌفزشح حٛي اٌم١ّخ اٌّزٛعطخ وذاٌخ فٟ  إ٠غبدأح١بٔب ٔغذ أٔٗ ِٓ اٌّف١ذ رضج١ذ ل١ُ الاحزّبي ٚ  -3

 الأحشاف اٌّؼ١بسٞ:

 (                         )       

 (                         )       

 (                         )       

x μx 

f(x) 
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μ - 6σ μ - 5σ μ - 4σ μ - 3σ μ - 2σ μ -1σ μ μ +1σ μ + 2σ μ + 3σ μ + 4σ μ + 5σ μ + 6σ

2σ = 68.26%

4σ = 95.44%

6σ = 99.73%

8σ = 99.9937%

10σ = 99.999943%

12σ = 99.9999998%

. ل١ُ ٘زا   ٠ىبفئ احزّبي أْ ٠ؤخز ل١ُ ألً ِٓ      ل١ُ أوجش ِٓ  xاحزّبي أْ ٠ؤخز اٌّزغ١ش  -4

 .(اٌظح١ح)ح١ش أْ اٌّغبحخ اٌى١ٍخ رحذ اٌذاٌخ رغبٚٞ اٌٛاحذ  0.5الاحزّبي ِغب٠ٚخ 

 

 

 

 :. احغت 5±٠جٍغ  اٌز١ٛد١ٌٚذ  ٌٍضٚا٠ب اٌّمبعخ ثؤحذ أعٙضحالأحشاف اٌّؼ١بسٞ إرا وبْ : يثال

 . 5+  إٌٝ  5-ِٓ ِمبعخ ثبٌغٙبص ٠مغ فٟ اٌّذٜ  صا٠ٚخاحزّبي ٚعٛد خطؤ فٟ  .1

 . 5+ أوجش ِِٓمبعخ ثبٌغٙبص  صا٠ٚخاحزّبي ٚعٛد خطؤ فٟ  .2

 . 10+ أوجش ِٓ ِمبعخ ثبٌغٙبص صا٠ٚخاحزّبي ٚعٛد خطؤ فٟ  .3

 اٌحً:

1.  (                )   (                    )          

2.  (            )  [    ( –               )]           

3.  (          )      (                 )           
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 Most Probable Valueانقًٍة الأكثر احتًالا   . 6

ل١ُ ػذد ِٓ اٌّشاد فئٕٔب ٔغذ أْ  (ِضً ِغبفخ أٚ صا٠ٚخِب )ِزغ١ش ِغبحٟ أٚ ل١بط سطذ ػٕذِب ٔىشس 

. ٚرٌه ٔز١غخ ٌّب ٠غّٝ الأخطبء اٌؼشٛائ١خ ثشىً ػشٛائٟٚ  رزغ١ش الأسطبد إٌبرغخ لا رٕطجك غبٌجب ثً

ٚرّضً اٌم١ّخ إ١ٌٙب  ٕب اٌٛطٛيلا ٠ّىٕاٌّزغ١ش ٟ٘ فٟ اٌٛالغ ل١ّخ ٌٙزا   True Valueاٌم١ّخ اٌحم١م١خ 

أفؼً ثذ٠ً ِّىٓ.  (Expected Value  أٚ اٌم١ّخ اٌّزٛلؼخ) Most Probable Valueالأوضش احزّبلا 

 , … ,L1, L2ثح١ش رٕزظ الأسطبد ثٕفظ اٌذلخ اٌّشاد ِٓ  (n)( ػذد (Lسطذ ِزغ١ش ِغبحٟ   فٟ حبٌخ

Ln  ْحغبثٙب وبلأرٟ:٠ّىٓ  ̅  شِض ٌٙب ثبٌشِضاٌزٟ ٠ّىٓ أْ ٔٚ اٌم١ّخ الأوضش احزّبلافب 

Most Probable value ( ̅) = (L1+ L2+ …… + Ln)  / n =  ∑   
 
     / n 

فبْ اٌم١ّخ الأوضش  ثذلبد )أٚ أٚصاْ( ِخزٍفخ( ِٓ اٌّشاد n( ػذد )(Lّغبحٟ اٌّزغ١ش اٌسطذ  أِب فٟ حبٌخ

 وبلأرٟ: رحغتاحزّبلا 

Most Probable value ( ̅) = (p1 L1+ p2 L2+ …… + pn Ln)  / (p1+ p2 + …… +  pn)               

                                        =  ∑   
 
     / ∑   

 
    

الأحشاف ل١ّخ ِشثغ ٚصْ اٌشطذح رٕبعجب ػىغ١ب ِغ ل١ّخ زٕبعت رٚ    ٠ّضً ٚصْ اٌشطذح   ح١ش 

 ػٍّب ثؤْ ل١ُ الأٚصاْ ٔغج١خ ث١ّٕب ل١ُ الأحشاف اٌّؼ١بسٞ رىْٛ ِطٍمخ.اٌّؼ١بسٞ ٌٙب 

 

 Residualsالأخطاء انباقٍة   . 7

 أٞ أْ: (v) ٠ٚشِض ٌٙب ثبٌشِض ٌٙبالأوضش احزّبلا  خرّضً الأخطبء اٌجبل١خ اٌفشٚق ث١ٓ الأسطبد ٚ اٌم١ّ

                                        vi =    -  ̅  ,    i = 1, … , n. 

 طفش. عبٌجخ ِٚغّٛػٙب ٠غبٚٞ  ٚ٘زٖ الأخطبء رؤخز إشبساد ِٛعجخ ٚ

 

 Standard Deviation   الانحراف انًؼٍاري. 8

ٌٚزا ٠غزخذَ  Dispersion Measures٘ٛ احذ ِؼب١٠ش اٌزشزذ  ٠ٚσشِض ٌٗ ثبٌشِض  الأحشاف اٌّؼ١بسٞ

أٞ لشثٙب ِٓ ثؼؼٙب اٌجؼغ أٚ لشثٙب ِٓ  Precision of Observationsفٟ رم١١ُ ِذٜ إحىبَ الأسطبد 

الأحشاف اٌّؼ١بسٞ ثمشة الأسطبد ِٓ ثؼؼٙب ٚرض٠ذ  رمً ل١ّخ .ػٕذ سطذ ِزغ١ش ِغبحٟ ِب ِزٛعطٙب

 . Varianceاٌّشثؼخ ٌلأحشاف اٌّؼ١بسٞ رغّٝ اٌزجب٠ٓ  خاٌم١ّ ل١ّزٗ ثزجبػذ٘ب ػٓ ثؼؼٙب.

 , … ,L1, L2( ِٓ اٌّشاد ثٕفظ اٌذلخ ثح١ش رٕزظ الأسطبد n( ػذد )(Lفٟ حبٌخ  سطذ ِزغ١ش ِغبحٟ 

Ln  ٚالأخطبء اٌجبل١خv1, v2, … , vn ىً سطذٖ ِٓ ٘زٖ ٌاٌّحغٛثخ الأحشاف اٌّؼ١بسٞ  فبْ ل١ّخ
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٠ّىٓ حغبثٙب  ٚاٌزٟ  ̂  ٌشطذٖ ٚصٔٙب اٌٛحذح اٌّحغٛثخ الأحشاف اٌّؼ١بسٞ  لأسطبد ٠ؼجش ػٕٙب ثم١ّخا

 وبلأرٟ:

  ̂  √
∑ (      ̅)  

   

   
   √

∑   
  

   

   
 

 

 وبلأرٟ: ̅ ح١ش رحغت اٌم١ّخ الأوضش احزّبلا 

 ̅ = ∑   
 
     / n 

 

١ّىٓ حغبثٙب ف ̅̂  ٌٍم١ّخ الأوضش احزّبلا ٚ ٔشِض ٌٙب ثبٌشِض الأحشاف اٌّؼ١بسٞ اٌّحغٛثخ  ل١ّخأِب ػٓ 

 وبلأرٟ:

  ̂̅     √
∑   

  
   

 (   )
  

  ̂

√ 
 

 

الأحشاف  فبْ ل١ّخ ( ِٓ اٌّشاد ثذلبد )أٚ أٚصاْ( ِخزٍفخn( ػذد )(Lّغبحٟ اٌّزغ١ش اٌفٟ حبٌخ  سطذ 

 وبلأرٟ: رحغت  ̂  اٌّؼ١بسٞ اٌّحغٛثخ ٌشطذٖ ٚصٔٙب اٌٛحذح 

  ̂  √
∑   (      ̅)  

   

   
   √

∑     
  

   

   
 

 وبلأرٟ:اٌحبٌخ  ٘زٖفٟ  ̅ ح١ش رحغت اٌم١ّخ الأوضش احزّبلا 

 ̅ = =  ∑   
 
     / ∑   

 
    

 

 وبلأرٟ: ِٓ ٘زٖ الأسطبد ٠ؼجش ػٕٙب   الأحشاف اٌّؼ١بسٞ اٌّحغٛثخ ٌىً سطذٖ  ل١ّخ

   ̂
  

  ̂

√  

 

 

 ف١ّىٓ حغبثٙب وبلأرٟ: فٟ ٘زٖ اٌحبٌخالأحشاف اٌّؼ١بسٞ اٌّحغٛثخ ٌٍم١ّخ الأوضش احزّبلا  أِب ػٓ ل١ّخ
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  ̂̅  
  ̂

√∑   
 
   

 

      Propagation of Random Errors   انؼشوائٍة .   انتقال الأخطاء 9

الأحشاف ِؼٍَٛ  x1 ٚx2  ٚ  ...ٚ  xnداٌخ فٟ ِغّٛػخ ِٓ اٌّزغ١شاد اٌّغزمٍخ  yثفشع ٚعٛد ِزغ١ش 

  اٌّؼ١بسٞ ٌىً ِٕٙب

     (          ) 

 Law of Errorثزطج١ك لبْٔٛ أزمبي الأخطبء y بٔٗ ٠ّىٓ حغبة الأحشاف اٌّؼ١بسٞ ٌٍّزغ١شف

Propagation :ٟوبلأر 

  
     (

  

   
*
 

    

  (
  

   
*
 

   

    (
  

   
*
 

   

  

ٚوً ِٕٙب داٌخ فٟ ِغّٛػخ )أٚ ِزغٗ( ِٓ     ِغّٛػخ )أٚ ِزغٗ( ِٓ اٌى١ّبد  Y ذإرا وبٔٚثشىً ػبَ 

 فبْ:   اٌّزغ١شاد اٌؼشٛائ١خ 

QYY =     QXX     
  

 ح١ذ:

QYY     :ِ ٗظفٛفخ اٌؼٛاًِ اٌّغبػذح ٌٍّزغY            Cofactor matrix of Vector Y 

QXX     :ِ ٗظفٛفخ اٌؼٛاًِ اٌّغبػذح ٌٍّزغCofactor matrix of Vector X            X 

                                               Jacobian Matrix  ظفٛفخ اٌّشزمخ الأٌٚٝ:   ِ        

  = Q   ػٍّب ثؤْ:
 

  
  Σ  أٚ ثشىً آخش Σ =   

  Q ح١شΣ خ اٌزجب٠ٓ ِظفٛف(Variance-Covariance 

Matrix)  ٓٚرّضً ػٕبطش٘ب غ١ش اٌمطش٠خ ل١ُ اٌزجب٠ٓ اٌّغبػذ. ٚاٌزٟ رّضً ػٕبطش٘ب اٌمطش٠خ ل١ُ اٌزجب٠  

 (L)ؽٌٛٙب احغت الأحشاف اٌّؼ١بسٞ ٌٍّغبحخ اٌّحغٛثخ ٌمطؼخ أسع ِغزط١ٍخ ِٓ ل١بعبد  :يثال

 :وب٢رٟ (W)ٚػشػٙب 

L = 113.25 m ± 0.02 m      and      W = 52.63 m ± 0.01 m 

ٔىْٛ أٚلا إٌّٛرط اٌش٠بػٟ اٌزٞ ٠شثؾ اٌى١ّخ اٌّطٍٛة حغبة أحشافٙب اٌّؼ١بسٞ ثبٌى١ّبد اٌحً: 

 وبٌزبٌٟ: اٌّؼٍَٛ ل١ُ أحشافٙب اٌّؼ١بسٞ

            

 :ٚثزطج١ك لبْٔٛ أزمبي الأخطبء
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     (

 

  
*
 

   
  (

 

  
*
 

  
     ( )    

  ( )   
  

     
     (     ) (    )  (      ) (    )                      1 54     

 :وب٢رٟ  Bاٌضا٠ٚخ اٌذاخ١ٍخ  ٚ  AB    ٚBCل١ظ اٌؼٍؼبْ  ABCلطؼخ أسع رٚ شىً ِضٍضٟ  :يثال

 AB =105.45 m ± 0.02 m , BC =97.28 m ± 0.02 m , Angle B =            ±    

 الأسع.اٌّحغٛثخ ٌمطؼخ ّغبحخ ٌٍ احغت الأحشاف اٌّؼ١بسٞ

 اٌحً:

       
 

 
            

 ٚثزطج١ك لبْٔٛ أزمبي الأخطبء:

     
     (

 

   
*
 

    
  (

 

   
*
 

   
  (

 

  
*
 

   
  

     
     (

 

 
       *

 

    
  (

 

 
       *

 

   
  (

 

 
           *

 

   
  

     
     (     ) (    )  (     ) (    )  (    ) (

   

       
*

 

          

          1 12    

     Least-Squares Adjustment   ؼات  ة أقم يدًوع انًربانضبظ  بطرٌق.   11

اٌحذ الأدٔٝ ِٓ الأسطبد اٌزٞ ٠ٍضَ ٌحغبة اٌى١ّبد ٠ىزفٝ ثشطذ  فٟ غبٌج١خ الأػّبي اٌّغبح١خ لا

فٟ حبٌخ سطذ  .ػٓ اٌحذ الأدٔٝ Redundant Observationsثً ٠زُ سطذ أسطبد صائذح  اٌّغٌٙٛخ

احزٛائٙب ػٍٝ أخطبء ثح١ش لا ٔغزط١غ اٌحىُ ػٍٝ ٠زُ اٌزغ١ٍُ ثظحزٙب أٞ ػذَ اٌحذ الأدٔٝ ِٓ الأسطبد 

ٌؼًّ ٠ؤدٞ ٚعٛد الأسطبد اٌضائذح إٌٝ إربحخ اٌفشطخ عٛدح اٌم١ُ اٌّحغٛثخ ِٕٙب.  ِذٜ عٛدرٙب أٚ

رح١ًٍ زم١١ُ ٚ ٌرٛف١ش الأدٚاد  ثبلإػبفخ إٌٝلاوزشبف الأخطبء لأسطبد ػٍٝ ا Checksّشاعؼبد اٌ

رظح١حٙب ثؼذ  -فٟ ٔفظ اٌٛلذ رؤدٞ الأخطبء اٌؼشٛائ١خ اٌّزٛاعذح فٟ الأسطبد اٌى١ّبد اٌّحغٛثخ. 

 أفؼً إٌٝ ثٛاعطزٙبٛطً ٔز ػ١ٍّخ ػجؾ ٌٙب إعشاءٚاٌزٞ ٠غزٍضَ  ث١ٕٙب اٌزٕبلغإٌٝ  -ٌلأخطبء إٌّزظّخ 

 Least-squaresرؼذ ؽش٠مخ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبد ٌٍى١ّبد اٌّغٌٙٛخ.  Best Estimates ِحغٛثخل١ُ 

method ّٕبرط اٌ ِغ لبث١ٍخ اٌزؼبًِفٟ ػجؾ الأسطبد اٌّغبح١خ ِٓ ح١ش اٌذلخ ٚ ِٓ أفؼً اٌطشق

ششؽب ِزؼٍمب ثبلأسطبد اٌّطٍٛة  خرفشع ٘زٖ اٌطش٠م اٌّغبح١خ اٌّخزٍفخ.  اٌش٠بػ١خ اٌّزؼٍمخ ثبٌزطج١مبد

ط١بغخ ٘زا . ٠ّٚىٓ اٌحذ الأدٔٝ ثؼبد الأخطبء فٟ ٘زٖ الأسطبد ٠غبٚٞػجطٙب ٚ٘ٛ أْ ِغّٛع ِش

   وبلأرٟ: فٟ حبٌخ رغبٚٞ أٚصاْ الأسطبد –  Least-Squares Conditionٚاٌزٞ ٠غّٝ  –اٌششؽ 
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             or   ∑     

  
             

 فٟ اٌظٛسح ا٢ر١خ: ط١بغخ اٌششؽف١زُ  رغبٚٞ أٚصاْ الأسطبدػذَ فٟ حبٌخ أِب 

          
      

         
            or   ∑       

  
              

ىً ٌ الأعٍٛة الأٚي ٠زُ ط١بغخ ِؼبدٌخ  صلاس ِخزٍمخ. فٟ ثؤعب١ٌت ؽش٠مخ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبد رطجك

ٚفٟ الأعٍٛة   (Parametric Least-Squares Adjustment) رشثطٙب ثبٌّغب١ً٘ راد اٌؼلالخسطذح 

 Conditional)اٌضبٟٔ ٔؼًّ ػٍٝ ط١بغخ ػذد ِٓ اٌّؼبدلاد اٌششؽ١خ اٌزٟ رشثؾ ث١ٓ الأسطبد فمؾ 

Least-Squares Adjustment)  رشثؾ الأسطبد ٚ  ِؼبدلاد ١زُ ط١بغخفالأعٍٛة الأخ١ش فٟ أِب

ٚٔؼطش لاعزخذاَ ٘زا الأعٍٛة فٟ  Combined Least-Squares Adjustment))  اٌّغب١ً٘ ِؼب

رؼزس ػٍٝ حذح ٚوزٌه  ط١بغخ ِؼبدٌخ  ٌىً سطذح ٔغزط١غ  ػٕذِب لاحٍخ رؼزس اعزخذاَ الأعٍٛة الأٚي 

ٚاٌغذ٠ش ثبٌزوش أْ الأعٍٛة الأٚي ٘ٛ الأوضش اعزخذاِب فٟ اٌزطج١مبد  .اٌضبٟٔ أ٠ؼب اعزخذاَ الأعٍٛة

  اٌّغبح١خ.

 ٔٛسد اٌّضبي اٌزبٌٟ ثبعزخذاَ الأعٍٛة الأٚي ثطش٠مخ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبدٚ ٌزٛػ١ح و١ف١خ رطج١ك اٌؼجؾ 

 :(1)ِضبي 

فٟ شجىخ ا١ٌّضا١ٔخ اٌجغ١طخ اٌّٛػحخ ثبٌشعُ   A  ٚB   ٚC ث١ٓ إٌمبؽ  رُ سطذ فشٚق إٌّبع١ت 

 ل١ُ فشٚق إٌّبع١ت  َ. A  = 100.00ػٍّب ثؤْ ِٕغٛة ٔمطخ   B   ٚCٌٍحظٛي ػٍٝ ِٕغٛثٟ إٌمطز١ٓ 

(Δh) وّب ٠ٍٟ: اٌّشطٛدح    Δh1 = +3.00 m    Δh2 = +4.00 m    Δh3 = -7.05 m  

                               A                     Δh1             B 

                                                    

                                                                                  Δh2                     

                                          Δh3 

                                                                                      C 

ؽش٠مخ ألً الأٚي ٌزطج١ك  الأعٍٛةثبعزخذاَ ٌذ٠ٕب فٟ ٘زا اٌّضبي صلاس أسطبد ٚ اصٕبْ ِٓ اٌّغب١ً٘. 

 -  Observation Equations رغّٝ ِؼبدلاد اٌشطذ -٠زُ ط١بغخ صلاس ِؼبدلاد  ِغّٛع اٌّشثؼبد

 وبٌزبٌٟ:

Δh1 + v1 = HB – HA    

Δh2 + v2 = HC – HB    

Δh3 + v3 = HA – HC    

 ثبٌزؼ٠ٛغ ثبٌم١ُ اٌّؼطبح رظجح اٌّؼبدلاد وبٌزبٌٟ:

3.00 + v1 = HB – 100.00   



Prof. Dr. Mohamed I. Zahran                                               Notes in Adjustment Computations 
 
 

11 
 

4.00 + v2 = HC – HB 

-7.05 + v3 = 100.00 – HC  

 وبلأرٟ: v'sالأخطبء ِٓ اٌّؼبدلاد أػلاٖ ٠ّىٓ اٌزؼج١ش ػٓ ل١ُ 

v1 = HB – 103.00 ,   v2 = HC – HB – 4.00 ,  and  v3 = 107.05 – HC 

  ٔحظً ػٍٝ اٌّؼبدٌخ ؼبد الأخطبءِغّٛع ِشث ٚثزطج١ك ششؽ

(HB – 103.00)
2
 + (HC – HB – 4.00)

2
 + (107.05 – HC)

2
 = min. 

or F = min., with F = (HB – 103.00)
2
 + (HC – HB – 4.00)

2
 + (107.05 – HC)

2
 

ثئ٠غبد اٌّشزمخ رجٍغ ل١ّزٙب اٌظغشٜ ػٕذِب رىْٛ ِشٕمزٙب الأٌٚٝ ِغب٠ٚخ ٌٍظفش فبٔٗ  Fٚثّب أْ اٌذاٌخ 

 ٔغذ أْ HB ٌٍذاٌخ ثبٌٕغجخ ٌٍّغٙٛي ٝالأٌٚ

2(HB – 103.00) - 2(HC – HB – 4.00) = 0   

(HB – 103.00) - (HC – HB – 4.00) = 0  

2HB – HC = 99.00  

 ٔحظً ػٍٝ HCٌٍذاٌخ ثبٌٕغجخ ٌٍّغٙٛي  ٝثئ٠غبد اٌّشزمخ الأٌٚٚ 

2 (HC – HB – 4.00) - 2 (107.05 – HC) = 0 

(HC – HB – 4.00) - (107.05 – HC) = 0 

2HC – HB =  111.05  

 وبٌزبٌٟ:   HB  ٚ HCِؼب ٔحظً ػٍٝ ل١ّزٟ  ١ٓ إٌبرغز١ٓ ِٓ ػ١ٍّخ اٌزفبػًزثحً اٌّؼبدٌ

HB =  103.017 m    and     HC =  107.033 m 

ٚ  Normal Equationsثبٌّؼبدلاد اٌطج١ؼ١خ  Fاٌّؼبدلاد إٌبرغخ ِٓ ػ١ٍّبد اٌزفبػً ٌٍذاٌخ رغّٝ 

 .ٌؼذد اٌّغب١ً٘ ب٠ىْٛ ػذد٘ب ِغب٠ٚ

   وبلأرٟ: v'sل١ُ الأخطبء  ٔحظً ػٍٝ فٟ ِؼبدلاد اٌشطذاٌّحغٛثخ ٌٍّغب١ً٘ بٌم١ُ ث ثبٌزؼ٠ٛغ

v1 = 0.017 m ,   v2 = 0.017 m ,   and  v3 = 0.017 m 

 وبلأرٟ:  ( Adjusted Observations)ٚ رظجح الأسطبد اٌّؼجٛؽخ 

Adj  Δh1 = Δh1+ v1 = +3.017 m ,   Adj  Δh2 = Δh2+ v2 = +4.017 m ,   and   

Adj  Δh3 = Δh3+ v3 = -7.033 m 

 

 :ِؼطبح وّب ٠ٍٟ Leveling Routesا١ٌّضا١ٔخ  أؽٛاي ِغبسادٚ ثئػبدح حً اٌّضبي ثفشع أْ 
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ro1 = 1000 m ,   ro2 = 1000 m ,  and  ro3 = 2000 m 

 ٔزجغ اٌحً اٌزبٌٟ: رزٕبعت ػىغ١ب ِغ أؽٛاي اٌّغبساد ٚأْ الأٚصاْ

 وبلأرٟ:  ٔحغت الأٚصاْ أٚلا 

 p1 :  p2 :  p3  = 1/1000 :  1/1000 :  1/2000 = 1 : 1 : 0.5                            

 ٔحظً ػٍٝ اٌّؼبدٌخ ثؼبد الأخطبء ثزطج١ك ششؽ ِغّٛع ِش

1(HB – 103.00)
2
 + 1(HC – HB – 4.00)

2
 + 0.5 (107.05 – HC)

2
 = min. 

or   F = min.,   with  F = (HB – 103.00)
2
 + (HC – HB – 4.00)

2
 + 0.5 (107.05 – HC)

2
 

مزٙب الأٌٚٝ ِغب٠ٚخ ٌٍظفش فبٔٗ ثئ٠غبد اٌّشزمخ زجٍغ ل١ّزٙب اٌظغشٜ ػٕذِب رىْٛ ِشر Fٚثّب أْ اٌذاٌخ 

 ٔغذ أْ HBٌٍذاٌخ ثبٌٕغجخ ٌٍّغٙٛي  ٝالأٌٚ

2(HB – 103.00) - 2(HC – HB – 4.00) = 0   

(HB – 103.00) - (HC – HB – 4.00) = 0  

2HB – HC = 99.00    

 ٔحظً ػٍٝ HCٌٍذاٌخ ثبٌٕغجخ ٌٍّغٙٛي  ٝٚ ثئ٠غبد اٌّشزمخ الأٌٚ

2(HC – HB – 4.00) - (107.05 – HC) = 0 

3HC – 2HB =  115.05   

 وبٌزبٌٟ:   HB  ٚ HCِؼب ٔحظً ػٍٝ ل١ّزٟ إٌبرغز١ٓ ِٓ ػ١ٍّخ اٌزفبػً ثحً اٌّؼبدٌز١ٓ 

HB =  103.013 m    and     HC =  107.025 m 

 وبلأرٟ:   v'sٚثبٌزؼ٠ٛغ ثٙزٖ اٌم١ُ فٟ ِؼبدلاد اٌشطذ ٔحظً ػٍٝ ل١ُ الأخطبء 

v1 = 0.013 m ,   v2 = 0.013 m ,   and  v3 = 0.025 m 

 ٚ رظجح الأسطبد اٌّؼجٛؽخ وبلأرٟ:  

Adj  Δh1 = Δh1+ v1 = +3.013 m ,   Adj  Δh2 = Δh2+ v2 = +4.013 m ,   and        

Adj  Δh3 = Δh3+ v3 = -7.025 m 

 

  Solution by Using Matrix Form انحم باستخذاو انًصفوفات

ِؼبدلاد ط١بغخ  ثئػبدحٔجذأ أٚلا أ٠ؼب ثبعزخذاَ اٌّظفٛفبد. ٌٚزٛػ١ح و١ف١خ اٌؼًّ  ٠ّىٓ حً اٌّضبي

 ثبٌشىً الأرٟ:  اٌغبثمخ اٌشطذ

103.00  + v1 =    HB  

4.00      + v2 = – HB + HC 
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-107.05 + v3 =         – HC 

ٚعّؼٙب ػٍٝ ل١ُ  الأ٠غشالأ٠ّٓ ِٓ اٌّؼبدلاد إٌٝ اٌغبٔت بٌغبٔت ث اٌم١ُ اٌؼذد٠خ اٌّٛعٛدح ح١ش رُ ٔمً

ٚثبٌزؼج١ش ػٓ اٌّؼبدلاد إٌبرغخ فٟ طٛسح ِظفٛفبد  .ػّٛد٠ب رشر١ت اٌّغب١ً٘وزٌه  ٚ الأسطبد

Matrix Form ٍٝٔحظً ػ: 

[
      
    

       
] *

  

  

  

+ [
     
     
     

] [
  

  
] 

                                            C       +   V   =     A      X 

 ح١ش: 

C   ِزغٗ اٌم١ُ اٌؼذد٠خ   :             Vector of Absolute Terms 

V   ٗخطبء اٌجبل١خالأ:   ِزغ           Vector of Residual Errors 

A  ِ   :ظفٛفخ اٌّؼبِلاد  Matrix of Coefficients                 

X  ٌّغٌٙٛخ:   ِزغٗ اٌم١ُ ا   Vector of Unknown parameters 

 

  : Lثّزغٗ الأسطبد  Cِغ ِلاحظخ أْ اٌؼلالخ اٌزب١ٌخ رشثؾ اٌّزغٗ 

C = L - D 

 .ِٓ اٌّؼبدلاد ثبٌغبٔت الأ٠ّٓاٌّٛعٛدح ِزغٗ اٌم١ُ اٌؼذد٠خ ٘ٛ  Dح١ش 

 وبٌزبٌٟ:  ٠ٚXحغت اٌّزغٗ 

X = ( A
T
 A )

-1
 A

T
 C 

A)ٚرغّٝ اٌّظفٛفخ 
T
 A)   ِظفٛفخ اٌّؼبدلاد اٌطج١ؼ١خNormal Equation Matrix  ِظفٛفخ ٟ٘ٚ

 .Square and Symmetric Matrix= ػذد أػّذرٙب( ِٚزّبصٍخ  بِشثؼخ )ػذد طفٛفٙ

    ([
       
       

] [
     
     
     

]+

  

[
       
       

]
 

[
      
    

       
] 

   [
             
             

] [
     
      

]   [
       
       

] 

 

 وبٌزبٌٟ: V  الأخطبءِزغٗ ٠ٚحغت 

V = A
 
X - C 
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    [

     

-    

   - 

] [
       
       

]  [

      
    

-      
] = [

     
     
     

] 

 

Aٌٍٚزؤو١ذ ػٍٝ طحخ اٌحغبثبد ٠غت أْ رىْٛ ػٕبطش اٌّظفٛفخ )
T
 V.ِغب٠ٚخ ٌٍظفش ) 

A
    *

  -    

     - 
+ [

     
     
     

]   [
    
    

]   

 وبٌزبٌٟ: ̃  الأسطبد اٌّؼجٛؽخ  ِزغ٠ٚٗحغت 

 ̃        [

     

     

      

] 

 ٌشطذح ٚصٔٙب اٌٛحذح: ̂  ٌحغبة الأحشاف اٌّؼ١بسٞ 

  ̂   √
∑   

  
   

   
  √

 
  

   
             

 

 ( ٌٍم١ُ اٌّحغٛثخ ٌٍّغب١ً٘:ΣXX Covariance Matrixٌحغبة ِظفٛفخ اٌذلخ )ٚ 

 

QXX = ( A
T
 A )

-1
  

ΣXX  =    
 ̂ QXX =  [

               
               

] 

 

 : ΣXXاٌؼٕبطش اٌمطش٠خ ٌٍّظفٛفخ ثئ٠غبد عزٚس  ل١ُ الأحشاف اٌّؼ١بسٞ ٌٍم١ُ اٌّحغٛثخ ٌٍّغب١ً٘رحغت 

   ̂           

   ̂           

 

 ثبٌّؼبدٌخ ا٢ر١خ:أ٠ؼب ؼجش ػٕٗ ٠ّىٓ أْ ٔ iِغٙٛي الأحشاف اٌّؼ١بسٞ لأٞ  :ٍِحٛظخ

   ̂
    ̂√          
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 .QXXفٟ اٌّظفٛفخ    i٘ٛ اٌؼٕظش اٌمطشٞ سلُ       ح١ش 

 

 ( ٌٍم١ُ اٌّؼجٛؽخ ٌلأسطبد:Σ ̃ ̃ Covariance Matrixٌحغبة ِظفٛفخ اٌذلخ )ٚ 

Σ ̃ ̃ =   
 ̂ A ( A

T
 A )

-1
 A

T
 =  [

        -        -      

-                 -      

-       -               

]  

 ̃ ̃ Σاٌؼٕبطش اٌمطش٠خ ٌٍّظفٛفخ رحغت ل١ُ الأحشاف اٌّؼ١بسٞ ٌٍم١ُ اٌّحغٛثخ ٌٍّغب١ً٘ ثئ٠غبد عزٚس 

 .اٌضلاس اٌّؼجٛؽخلأسطبد ٌىً ِٓ َ  0.024ٟٚ٘ رغبٚٞ 

 

أٚصاْ ٟٚ٘ ِظفٛفخ ِشثؼخ ٠حزٛٞ لطش٘ب ػٍٝ ٔىْٛ أٚلا ِظفٛفخ الأٚصاْ  الاػزجبسٚثؤخز الأٚصاْ فٟ 

]       الأسطبد ٚػٕبطش٘ب اٌغ١ش لطش٠خ أطفبس.
         
         
         

] 

 

 وبٌزبٌٟ:  ٠ٚXحغت اٌّزغٗ 

X = ( A
T
 P A )

-1
 A

T
 P C 

    ([
       
       

] [
         
         
         

] [
     
     
     

]+

  

[
       
       

]
 

[
         
         
         

] [
      
    

       
] 

   [
           
           

] [
      
      

]   [
       
       

] 

 

 وبٌزبٌٟ: ٠ٚVحغت اٌّزغٗ 

V = A
 
X – C = [

     

-    

   - 

] [
       
       

]  [

      
    

-      
]  [

     
     
     

] 

 

Aٌٍٚزؤو١ذ ػٍٝ طحخ اٌحغبثبد ٠غت أْ رىْٛ ػٕبطش اٌّظفٛفخ )
T
 P V.ِغب٠ٚخ ٌٍظفش ) 

 



Prof. Dr. Mohamed I. Zahran                                               Notes in Adjustment Computations 
 
 

15 
 

A
T
 P V *

  -    

     - 
+ [

         
         
         

] [
     
     
     

]   [
    
    

] 

 

 وبٌزبٌٟ: ̃  الأسطبد اٌّؼجٛؽخ  ٠ٚحغت ِزغٗ

 ̃        [

     

     

      

] 

 ٌشطذح ٚصٔٙب اٌٛحذح: ̂  ٌحغبة الأحشاف اٌّؼ١بسٞ 

  ̂   √
∑     

  
   

   
             

 

 ( ٌٍم١ُ اٌّحغٛثخ ٌٍّغب١ً٘:ΣXX Covariance Matrixٌحغبة ِظفٛفخ اٌذلخ )ٚ 

 

QXX = ( A
T
 P A )

-1
  

ΣXX  =    
 ̂ QXX =  [

               
               

] 

 

 : ΣXXاٌؼٕبطش اٌمطش٠خ ٌٍّظفٛفخ رحغت ل١ُ الأحشاف اٌّؼ١بسٞ ٌٍم١ُ اٌّحغٛثخ ٌٍّغب١ً٘ ثئ٠غبد عزٚس 

   ̂          

   ̂          

 

 ٠ّىٓ أْ ٔؼجش ػٕٗ أ٠ؼب ثبٌّؼبدٌخ ا٢ر١خ: iالأحشاف اٌّؼ١بسٞ لأٞ ِغٙٛي  :ٍِحٛظخ

   ̂
    ̂√        

 .QXXفٟ اٌّظفٛفخ    i٘ٛ اٌؼٕظش اٌمطشٞ سلُ       ح١ش 

 

 :ٌلأسطبد اٌّؼجٛؽخ( Σ ̃ ̃ Covariance Matrixٌحغبة ِظفٛفخ اٌذلخ )ٚ 
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Σ ̃ ̃ =   
 ̂ A ( A

T
 P A )

-1
 A

T
 =  [

        -        -      

-                 -      

-       -               

]  

ٟٚ٘  ̃ ̃ Σاٌؼٕبطش اٌمطش٠خ ٌٍّظفٛفخ ثئ٠غبد عزٚس  اٌّؼجٛؽخل١ُ الأحشاف اٌّؼ١بسٞ ٌلأسطبد  رحغت

 َ ٌلأسطبد اٌضلاس اٌّؼجٛؽخ ػٍٝ اٌزشر١ت. 0.025َ ٚ  0.022َ ٚ  0.022رغبٚٞ 

 

 :انًستخذية فً انضبظ  بطرٌقة أقم يدًوع انًربؼات انؼلاقات استنتاج

 C P اعزٕزبط اٌؼلالخ    -1
T

A 
1- 

P A) 
T

X = (A 

∑       
  

     = V
T
 P V =  (A X – C)

T
 P (A X – C) = (X

T
 A

T
 – C

 T
) P (A X – C) 

                  =  X
T
 A

T
 P AX – X

T
 A

T
 P C – C

 T
 P AX – C

 T
 P C  

X  اٌم١ّخ ٚ ثّب أْ 
T
 A

T
 P C   ل١ّخ ػذد٠خ(scalar) ْفب 

X
T
 A

T
 P C = (X

T
 A

T
 P C)

 T
 = C

 T
 P AX  

 إٌٝ أخ١شا ِّب ٠ؤدٞ 

∑       
  

    =  X
T
 A

T
 P AX – 2 C

 T
 P AX – C

 T
 P  C  

∑ٌٚزحم١ك اٌششؽ         
          

ثبٌٕغجخ ٌٍطشف الأ٠ّٓ ِٓ اٌّؼبدٌخ  ٔٛعذ اٌّشزمخ الأٌٚٝ    

 ٚٔغب٠ٚٙب ثبٌظفش وبٌزبٌٟ:  Xٌّزغٗ اٌّغب١ً٘

2 X
T
 A

T
 P A – 2 C

 T
 P A = 0 

X
T
 A

T
 P A = C

 T
 P A  

(A
T
 P A) X = A

T
 P C 

X = (A
T
 P A)

 -1
 A

T
 P C 

 اعزٕزبط اٌؼلالخ    -2
1-

P A ) 
T

( A    ̂=Σ     

X = (A
T
 P A)

 -1
 A

T
 P C 

 ثبعزخذاَ لبْٔٛ أزمبي الأخطبء:

 XX = (A
T
 P A)

 -1
 A

T
 P    LL  [(A

T
 P A)

 -1
 A

T
 P]

 T
 

 XX = (A
T
 P A)

 -1
 A

T
 P    LL  P A (A

T
 P A)

 -1
  

 XX = (A
T
 P A)

 -1
 A

T
 P P

-1
  P A (A

T
 P A)

 -1
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 XX = (A
T
 P A)

 -1
 A

T
 P A (A

T
 P A)

 -1
   

ΣXX =   
 ̂  XX =    

 ̂ (A
T
 P A)

 -1
  

اعزٕزبط اٌؼلالخ    -3
T

A 
1-

P A ) 
T

A ( A   ̂ Σ ̃ ̃      

 ̃ = L + V  

 ̃ = L + (A X – C) 

 ̃ = L + [A X – (L – D)] 

 ̃ = A X + D 

 ثبعزخذاَ لبْٔٛ أزمبي الأخطبء:

  ̃ ̃ = A  XX A
T
 

  ̃ ̃ = A ( A
T
 P A )

-1
 A

T
 

Σ ̃ ̃ =   
 ̂   ̃ ̃ A

T
  =   

 ̂ A ( A
T
 P A )

-1
 A

T
  

اٌّضبي اٌغبثك ٠ّىٓ رؼ١ّّٗ ػٍٝ أٞ شجىخ ١ِضا١ٔخ ثظشف إٌظش ػٓ اٌؼذد اٌزٞ رزؼّٕٗ ِٓ ِغبساد 

اصد٠بد ػذد اٌّغبساد ٚإٌمبؽ ٠ض٠ذ حغُ اٌؼًّ اٌفشق ٕ٘ب فٟ أٔٗ ِغ  ِشطٛدح ٚٔمبؽ ٠شاد حغبة ِٕبع١جٙب.

Aٚخبطخ فٟ إ٠غبد اٌّؼىٛط ٌٍّظفٛفخ   -اٌحغبثٟ 
T
PA . 

 

 :)إٌداد يؼايلات أفضم خظ يستقٍى ًٌر بًدًوػة ين اننقاط( 2 يثال

 ( لأسثغ ٔمبؽ وّب ٠ٍٟ:x,y)صٕبئ١خ الأثؼبد ِؼطٝ ل١بعبد إحذاص١بد 

p1 (1 , 9.5)  ,    p2 (2 , 9.0)  ,    p3 (3 , 8.0)  ,    p4 (4 , 7.5) 

زٌه ٚ وت ِزغ١شاد أفؼً خؾ ِغزم١ُ ٠شثؾ ث١ٓ ٘زٖ إٌمبؽ حغاخب١ٌخ ِٓ اٌخطؤ  xثفشع أْ إحذاص١بد  

 ؽجمب ٌٕظش٠خ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبد.الأسطبد اٌّؼجٛؽخ ل١ُ الأخطبء اٌّحغٛثخ ٚ 

 a   ٚbح١ش  y = a x + bِؼبدلاد سطذ )رؤخز طٛسح ِؼبدٌخ اٌخؾ اٌّغزم١ُ   4اٌحً: ٠زُ أٚلا وزبثخ 

  :(ل١ُ رحزًّ الأخطبء  yل١ُ صبثزخ  ٚ xٚ اخز٠ٓ فٟ الاػزجبس أْ  ِزغ١شاد اٌخؾ اٌّغزم١ُ

y1 + v1 = a x1 + b                            9.5 + v1 = a x1 + b                        

y2 + v2 = a x2 + b                        9.0 + v2 = a x2 + b 

y3 + v3 = a x3 + b                            8.0 + v3 = a x3 + b                                          

y4 + v4 = a x4 + b                            7.5 + v4 = a x4 + b 
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 :ٔحظً ػٍٝ Matrix Formثبٌزؼج١ش ػٓ اٌّؼبدلاد إٌبرغخ فٟ طٛسح ِظفٛفبد 

[

   
   
   
   

] [

  

  

  

  

] [

    
    
    
    

] [
 
 
] 

                                             C    +  V   =    A    X 

X (Solution vector) = ( A
T
 A )

-1
 A

T
 C 

    ([
         
         

] [

    
    
    
    

],

  

[
         
         

]
 

[

   
   
   
   

] 

 

   [
         
          

] [
    
    

]  [
     
     

] 

V (Vector of residual errors) = A
 
X – C = 

[
 
 
 
     

-    
     

-    ]
 
 
 
 

 

 ̃ (                               )        [

    
    
    
    

] 

 

 :الأبؼاد( )إٌداد يؼايلات انتحوٌم انخطً ثنائً 3يثال 

 وبٌزبٌٟ:  xy))   ٚ(x'y') ١بد صٕبئ١ٟ الأثؼبدإحذاص ٔظبِٟ ث١ٓح٠ًٛ ِؼطٝ اٌّؼبدلاد اٌلاصِخ ٌٍز

                               x'   =    a x   +  b y  + c 

                               y'   =   -b x  +  a y  + d 

  :وً ِٓ إٌظب١ِٓ فٟٔمبؽ  صلاسل١بعبد إحذاص١بد ِؼطٝ أ٠ؼب 

              x1 =  11.35,  y1 = - 83.34        x1' = 150.02,  y1' =   66.82 

              x2 =  74.77,  y2 =   - 2.70        x2' = 210.08,  y2' = 150.01 
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              x3 = -51.93,  y3 =   12.85        x3' =   82.82,  y3' = 160.35 

ل١ُ الأخطبء اٌّحغٛثخ ٚ الأسطبد  ٚاٌزح٠ًٛ  ػٕبطشخب١ٌخ ِٓ اٌخطؤ أٚعذ  x   ٚ yثفشع أْ إحذاص١بد 

 ٔظش٠خ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبد.ثبعزخذاَ اٌّؼجٛؽخ 

ل١ُ  x   ٚ yإحذاص١بد اخز٠ٓ فٟ الاػزجبس أْ  )ِؼبدٌز١ٓ ٌىً ٔمطخ(ِؼبدلاد سطذ  6اٌحً: ٠زُ أٚلا وزبثخ 

 : صبثزخ

 

x'1 + v1 =   a x1 + b y1 + c                  150.02 + v1 =   a (11.35) + b (-83.34)+ c 

y'1 + v2 = - b x1 + a y1 + d               66.82 + v2 = - b (11.35) + a (-83.34)+ d      

x'2 + v3 =   a x2 + b y2 + c                 210.08 + v3 =    a (74.77) + b (  -2.70)+ c       

y'2 + v4 = - b x2 + a y2 + d                 150.01 + v4 = - b (74.77) + a (  -2.70)+ d       

x'3 + v3 =   a x3 + b y3 + c                    82.82+ v5 =    a (-51.93) + b (12.85)+ c       

y'3 + v4 = - b x3 + a y3 + d                160.35 + v6 =  - b (-51.93) + a (12.85)+ d      

 

 :ٔحظً ػٍٝ Matrix Formثبٌزؼج١ش ػٓ اٌّؼبدلاد إٌبرغخ فٟ طٛسح ِظفٛفبد 

 

[
 
 
 
 
 
      
        
      
       
        
       ]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

  ]
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
                    
                    
                      
                     
                      
                     ]

 
 
 
 
 

[

 
 
 
 

] 

                                 C      +   V   =                A                X 

 

X (Solution vector) = ( A
T
 A )

-1
 A

T
 C =  [

        

   -    
      
      

] 
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V (Vector of residual errors) = A
 
X – C =  

[
 
 
 
 
 
      

-    

-    
      
      
      ]

 
 
 
 
 

 

 

 ̃ (                               )        

[
 
 
 
 
 
      
       
      
      
       
      ]

 
 
 
 
 

 

 

 ٌخ ٔغذاٌى١ّبد اٌّغٙٛ ػذد ألً ِٓالأسطبد ٚ اٌزٟ رزؼّٓ ػذد ِٓخ اٌغبثماٌضلاس  الأِضٍخػٍٝ خلاف 

اٌم١ُ اٌّؼجٛؽخ  إ٠غبداٌزٟ لا رحزٛٞ ػٍٝ و١ّبد ِغٌٙٛخ ٌٚىٓ ٠ىْٛ اٌّطٍٛة د اٌّغبح١خ ثؼغ اٌزطج١مب

٠غزخذَ ػبدح الأعٍٛة اٌضبٟٔ اٌزٞ ٠زجٕٝ اعزخذاَ اٌّؼبدلاد اٌششؽ١خ فٟ ٘زٖ اٌحبٌخ ٌٍى١ّبد اٌّشطٛدح. 

(Conditional Least-Squares Adjustment)  ٌٞىٓ ٌىٟ ٔزّىٓ ِٓ اعزخذاَ الأعٍٛة الأٚي اٌز ٚ

٠غت رحذ٠ذ ػذد  (Parametric Least-Squares Adjustment)ػٍٝ رٛظ١ف ِؼبدلاد اٌشطذ  ٠ؼزّذ

ِٓ اٌّغب١ً٘ ٠غبٚٞ اٌحذ الأدٔٝ اٌىبفٟ ِٓ الأسطبد ثح١ش رّضً ٘زٖ اٌّغب١ً٘ اٌم١ُ اٌّؼجٛؽخ ٌلأسطبد 

 الأِضٍخ اٌلاحمخ رٛػح اٌفىشح. إٌّبظشح.

 

 :)رصذ يسافة ػهى أخساء( 4يثال 

 وبلأرٟ: AB   ٚBC  ٚ  ACرمغ ػٍٝ خؾ ِغزم١ُ ٚاحذ. ل١غذ اٌّغبفبد  A   ٚB  ٚCصلاس ٔمبؽ 

AB = 35.13 ± 0.01 m , BC = 47.25 ± 0.01m , AC = 82.44 ± 0.02m 

 ٔظش٠خ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبد. ل١ُ اٌم١بعبد اٌّؼجٛؽخ ثبعزخذاَ أٚعذ 

 3وزبثخ  ٌزا ٠ز٠ُٛعذ فٟ ٘زا اٌّضبي صلاس أسطبد فٟ ح١ٓ أْ اٌحذ الأدٔٝ اٌؼشٚسٞ سطذر١ٓ فمؾ. اٌحً: 

 :( AB  ٚBCاٌم١ُ اٌّؼجٛؽخ ٌٍّغبفز١ٓ  )١ٌٚىٛٔب x1  ٚ x2رحزٛٞ ػٍٝ ِغ١ٌٛٙٓ ِؼبدلاد سطذ 

L1 + v1 = x1                            35.13 + v1 =  x1                         

L2 + v2 = x2                        47.25 + v2 =  x2  

L3 + v3 = x1 + x2                    82.40 + v3 =  x1 + x2                                          
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 ٔحظً ػٍٝ Matrix Formثبٌزؼج١ش ػٓ اٌّؼبدلاد إٌبرغخ فٟ طٛسح ِظفٛفبد 

[
     
     
     

] *
  

  

  

+ [
    
    
    

] [
  

  
] 

                                             C     +  V   =    A     X 

p1 :  p2 :  p3  = 1/(0.01)
2
 :  1/(0.01)

2
 :  1/(0.02)

2
 = 4 : 4 : 1                            

 

]                  :                          ِظفٛفخ الأٚصاْ
       
       
       

]       

 

X (Solution vector) = ( A
T
 P A )

-1
 A

T
 P C 

 

   [
            
              

]
  

[
      
      

]  [
     
     

] 

V (Vector of residual errors) = A
 
X – C = [

     
     

-    
] 

 

 ̃ (                               )        [
      
      
     

] 

 

 :(ًثهث)رصذ زواٌا أفقٍة ب 5يثال 

 Bػٕذ ٔمطخ  (4)ٚوزٌه اٌضا٠ٚخ اٌخبسع١خ  ABCفٟ ِضٍش  (1 , 2 , 3)ل١غذ اٌضٚا٠ب اٌذاخ١ٍخ 

 ٚوبٔذ اٌم١بعبد وّب ٠ٍٟ:

1 = 56  30' ± 1',    2 = 50  45' ± 1',    3 = 72  54' ± 2',   4 = 309  18' ± 2' 

 اٌّشثؼبد.ٔظش٠خ ألً ِغّٛع  اٌّؼجٛؽخ ثبعزخذاَ  ل١ُ اٌم١بعبدأٚعذ 

 4أسطبد فٟ ح١ٓ أْ اٌحذ الأدٔٝ اٌؼشٚسٞ سطذر١ٓ فمؾ. ٌزا ٠زُ وزبثخ  أسثغاٌحً: ٠ٛعذ فٟ ٘زا اٌّضبي 

 (: 1  ٚ2 ضا٠ٚز١ٓ)١ٌٚىٛٔب اٌم١ُ اٌّؼجٛؽخ ٌٍ x1  ٚ x2ِؼبدلاد سطذ رحزٛٞ ػٍٝ ِغ١ٌٛٙٓ 
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1 + v1 = x1                                      56.50 + v1 =  x1                         

2 + v2 = x2                                  50.75 + v2 =  x2  

3 + v3 = 180 - x1 - x2                      72.90 – 180 + v3 =  - x1 - x2 

4 + v3 = 360 - x2                           309.30 – 360 + v4 =  - x2 

                                        

 :ٔحظً ػٍٝ Matrix Formثبٌزؼج١ش ػٓ اٌّؼبدلاد إٌبرغخ فٟ طٛسح ِظفٛفبد 

[

     
     

       
      

] [

  

  

  

  

] [

      
      
      
      

] [
  

  
] 

                                             C      +  V    =     A     X 

 

p1 :  p2 :  p3 :  p4  =  1 : 1 : 0.25 : 0.25                           

 

]                  ِظفٛفخ الأٚصاْ :                         

                
                
             
             

]       

 

X (Solution vector) = ( A
T
 P A )

-1
 A

T
 P C 

 

   [
             
              

] [
      
      

]  [
      
      

] 

V (Vector of residual errors) = A
 
X – C = 

[
 
 
 
 -     

-     

-     

-     ]
 
 
 
 

 

 ̃ (                               )        [

      
      
      
       

] = [

          
          
          
         

] 
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 :حول نقطة(أفقٍة زواٌا )رصذ  6 يثال

 :وّب ثبٌشىً ٚوبٔذ الأسطبد وبٌزبٌٟ Aحٛي ٔمطخ  ( 1 , 2 , 3 , 4)الأفم١خ   سطذد اٌضٚا٠ب

1 = 110  15' ± 1', 2 = 120  20' ± 2', 3 = 230  30' ± 2', 4 = 129  30' ± 3' 

 

 

 

 

                                                                     1      3 

                                                                 4  2 

 

 

 

 ٔظش٠خ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبد. ل١ُ الأسطبد اٌّؼجٛؽخ ثبعزخذاَ أٚعذ 

 4اٌحً: ٠ٛعذ فٟ ٘زا اٌّضبي أسثغ أسطبد فٟ ح١ٓ أْ اٌحذ الأدٔٝ اٌؼشٚسٞ سطذر١ٓ فمؾ. ٌزا ٠زُ وزبثخ 

 (: 1  ٚ2)١ٌٚىٛٔب اٌم١ُ اٌّؼجٛؽخ ٌٍضا٠ٚز١ٓ  x1  ٚ x2ِؼبدلاد سطذ رحزٛٞ ػٍٝ ِغ١ٌٛٙٓ 

1 + v1 = x1                                       110.25 + v1 =  x1                         

2 + v2 = x2                                   120.33 + v2 =  x2  

3 + v3 = x1 + x2                               230.50 + v3 =  x1 + x2 

4 + v3 = 360 - x1 - x2                      129.50 – 360 + v4 =  - x1 - x2 

                                        

 ٔحظً ػٍٝ Matrix Formثبٌزؼج١ش ػٓ اٌّؼبدلاد إٌبرغخ فٟ طٛسح ِظفٛفبد 

[

       
       
       
       

] [

  

  

  

  

] [

      
      
      
      

] [
  

  
] 

                                             C    +  V   =    A    X 
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p1 :  p2 :  p3 :  p4  =  1 : 0.25 : 0.25 : 0.11                           

 

]                  ِظفٛفخ الأٚصاْ :                         

                

             
             
             

]       

 

X (Solution vector) = ( A
T
 P A )

-1
 A

T
 P C 

   [
               
              

] [
       
       

]  [
      
      

] 

 

V (Vector of residual errors) = A
 
X – C = 

[
 
 
 
 -    

-    
      

-    ]
 
 
 
 

 

 

 ̃ (                               )        [

      
      
      
      

] = [

           
           
           
          

] 

 

 :(يسافة ػذد ين انًرات رصذتكرار ) 7 يثال

صجذ أْ اٌم١ّخ أػٍٝ اٌزشر١ت.  p1, p2, p3)ثؤٚصاْ  )  d1, d2, d3)) ِزىشسل١غذ صلاس ِشاد  d ِغبفخ

 .ٌلأسطبد ىبفئ اٌّزٛعؾ اٌحغبثٟ اٌّٛصْٚر ٔظش٠خ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبد ثبعزخذاَ  اٌّحغٛثخ ٌٍّغبفخ

 

فمؾ. ٌزا ٠زُ  اٌحذ الأدٔٝ اٌؼشٚسٞ سطذح ٚاحذح١ٓ أْ اٌحً: ٠ٛعذ فٟ ٘زا اٌّضبي صلاس أسطبد فٟ ح

 :خ اٌّؼجٛؽخ ٌٍّغبفخاٌم١ّ ٠ّضxً رحزٛٞ ػٍٝ ِغٙٛي ٚاحذ ِؼبدلاد سطذ  3وزبثخ 

 

d1 + v1 = x                                                   

d2 + v2 = x             
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d3 + v3 = x                                                         

 :ٔحظً ػٍٝ Matrix Formثبٌزؼج١ش ػٓ اٌّؼبدلاد إٌبرغخ فٟ طٛسح ِظفٛفبد 

 

[

  

  

  

] *
  

  

  

+ [
 
 
 
]     

                                               C   +  V   =  A   X 

                            

]                  ِظفٛفخ الأٚصاْ :                         

        
         
          

]       

 

X (Solution vector) = ( A
T
 P A )

-1
 A

T
 P C 

 

    (            [

        
         
          

] [
 
 
 
]+

  

            [

        
         
          

] [

  

  

  

] 

 

              
                   

                                 

   = Weighted Arithmetic Mean 

 

     (Non-Linear Mathematical Models)انتؼايم يغ اننًارج انرٌاضٍة غٍر انخطٍة 

ٟٚ٘ فٟ اٌغبٌت اٌزطج١مبد اٌزٟ رزٕبٚي  ّٔبرط س٠بػ١خ غ١ش خط١خاٌىض١ش ِٓ اٌزطج١مبد اٌّغبح١خ ٠حزٛٞ 

اٌّضبي  حغبة إحذاص١بد إٌمبؽ ِضٍّب فٟ ِغبئً اٌزمبؽغ الأِبِٟ ٚاٌخٍفٟ ٚ اٌّؼٍؼبد ٚشجىبد اٌّضٍضبد.

 اٌزبٌٟ ٠ٛػح اٌخطٛاد اٌّزجؼخ ٌٍحً فٟ ٘زٖ اٌحبٌخ.

 

 :(تقاطغ ػكسً يساحً) 8 يثال

 ٚ A  ٔمطز١ٓ إٌٝ P ِٓ ٔمطخ ِغٌٙٛخ الإحذاص١بد   PA ٚPBفٟ ِغؤٌخ رمبؽغ ػىغٟ رُ ل١بط اٌّغبفز١ٓ  
B   ٟل١غذ أ٠ؼب اٌضا٠ٚخالإحذاص١بدِؼٍِٛز . APB ُاٌم١بعبد وبلأرٟ ٚ وبٔذ ل١: 
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Distance PA = 2961.32 m , Distance PB = 2501.10 m , Angle APB = 38  46' 29" 

 ل١ُ الإحذاص١بد اٌّؼٍِٛخ فىبٔذ وبلأرٟ: أِب

EA = 17709.62 m  ,   NA = 12279.78 m  ,  EB = 17901.90 m  ,   NB = 10425.40 m 

 وبلأرٟ: P ٌٕمطخ   زمش٠ج١خل١ُ الإحذاص١بد اٌ ٚوبٔذ

EP = 15413.70 m  ,   NP = 10415.10 m 

  ؽش٠مخ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبد.ثبعزخذاَ  P أٚعذ إحذاص١بد ٔمطخ

 

طذ وبٌزبٌٟ )ِغ ٔىزت صلاس ِؼبدلاد سأسطبد ٚ ِغ١ٌٛٙٓ ٚ ػٍٝ رٌه  ٠3حزٛٞ اٌّضبي ػٍٝ اٌحً: 

ػٍٝ  APBٚ اٌضا٠ٚخ  PB اٌّغبفخٚ  PAاٌّغبفخ فٟ اٌزؼج١ش ػٓ  d1  ٚd2 ٚ ِلاحظخ اعزخذاَ اٌشِٛص 

 : (اٌزشر١ت

  d1 + v1 =  √(   -   )
 
  (   -   )

 
               =   F1  

d2 + v2 =  √(   -   )
 
  (   -   )

 
               =   F2 

  + v3 = arc tan  
   -  

   -  
   -  arc tan 

   -  

   -  
   =   F3                                                    

لأْ ؽش٠مخ ألً  (Linearized Form)ِؼبدلاد اٌشطذ غ١ش خط١خ ٠ٍٚضَ رح٠ٍٛٙب إٌٟ اٌظٛسح اٌخط١خ 

ِؼبدٌخ اٌشطذ الأٌٚٝ ٠ّىٓ رح٠ٍٛٙب إٌٝ  اٌّشثؼبد لا رزؼبًِ إلا ِغ إٌّبرط اٌش٠بػ١خ اٌخط١خ.ِغّٛع 

 اٌظٛسح اٌخط١خ وبلأرٟ:

              (       )    

              (  
     

 ) 
   

   
      (      

 )  
   

   
      (      

 ) 

(        (  
     

 ))       
   

   
            

   

   
           

 ٚثبٌّضً رزحٛي اٌّؼبدٌزبْ اٌضب١ٔخ ٚ اٌضبٌضخ إٌٝ اٌظٛسح اٌخط١خ وبلأرٟ:

(   –    (  
     

 ))       
   

   
            

   

   
           

(   –    (  
     

 ))       
   

   
            

   

   
           

:ا٢رٟثذِظ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ إٌبرغخ فٟ طٛسح ِظفٛفبد ٔحظً ػٍٝ  ٚ  

A 

P 
B 
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 L +    =  A       

 ح١ش: 

 L  ِٗؼبدلاد اٌشطذ ثذلاٌخ اٌم١ُ اٌزمش٠ج١خ  اٌفشٚق ث١ٓ ل١ُ الأسطبد ٚ ل١ّٙب اٌّحغٛثخ:   ِزغ ِٓ

 :وبلأرٌٍّٟغب١ً٘ ٠ّٚىٓ اٌزؼج١ش ػٕٗ 

 

      [

   -    (  
     

 )

   –    (  
     

 )

  –    (  
     

 )

]  [
   
   
  

] - [

  
  

  
  


   

]    -     

 

V   خطبء اٌجبل١خ:   ِزغٗ الأ            

A   ِ   :ِحغٛثخ ػٕذ اٌم١ُ اٌزمش٠ج١خ ٌٙب ٠ّٚىٓ ط١بغزٙب وبلأرٟ: اٌّشزمخ الأٌٚٝ ثبٌٕغجخ ٌٍّغب١ً٘ ظفٛفخ 

 

                      

[
 
 
 
 
   

   
   

   

   

   

   
  

   

   

   

   
  

   

   ]
 
 
 
 

      

 

] اٌحًِزغٗ  :   
    

   
])أٚ     الأ١ٌٚخ  ل١ُ اٌّغب١ً٘اٌلاصِخ ٌزحذ٠ش اٌم١ُ ٚ ٠ّضً  [

  
 

  
ٌٍحظٛي (  [ 

 وبلأرٟ:     ػٍٝ ل١ّٙب اٌّؼجٛؽخ

 

  = ( A 
 A )

-1
 A

 
  L  

 وبلأرٟ: ٌٍّغب١ً٘  اٌّؼجٛؽخ ٚ رحغت اٌى١ّبد 

           

ل١ُ رحذ٠ش  شاػبحِغ ِِٓ اٌظفش    اٌحً ػذد ِٓ اٌّشاد حزٝ رمزشة ػٕبطش اٌّزغٗ  ىشاس٠زُ ر ثح١ش

ثبعزخذاَ اٌم١ُ اٌّحغٛثخ ِغذدا ٌؼٕبطش ِزغٗ اٌّغب١ً٘ فٟ وً ِشح   Lٚ اٌّزغٗ  Aػٕبطش اٌّظفٛفخ 

  . 
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 ٌحً اٌّضبي رفظ١لا: اٌّظبحجخٚاٌخطٛاد اٌزب١ٌخ رٛػح اٌؼ١ٍّبد اٌحغبث١خ 

 

   

   
      (

 

 √(      
  )   (      

  ) 
)   (      

 ) (  )  
 (      

 )

√(      
  )   (      

  ) 
 

                     -       

 

    
   

   

 
     (

 

 √(   -  
 
 )   (   -  

 
 ) 

*   (   -  
 ) (- )  

-(   -  
 )

√(   -  
 
 )   (   -  

 
 ) 

 

                     -       

 

    
   

   

 
     (

 

 √(   -  
 
 )   (   -  

 
 ) 
*   (   -  

 ) (- )  
-(   -  

 )

√(   -  
 
 )   (   -  

 
 ) 

 

                     -  

 

    
   

   

 
     (

 

 √(   -  
 
 )   (   -  

 
 ) 
*   (   -  

 ) (- )  
-(   -  

 )

√(   -  
 
 )   (   -  

 
 ) 

 

                     -       

 

   

   
      

(

 
 

   
(   –  

  ) 

 (   –  
  ) )

 (
  

   –  
 )    

(

 
 

   
(   –  

  ) 

 (   –  
  ) )

 (
  

   –  
 ) 

                 
-(   -  

 )

(   -  
  )

 
  (   -  

  )
   

-(   -  
 )

(   -  
  )

 
  (   -  

  )
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(   –  

  ) 

 (   –  
  ) )

 (
(   –  
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(   –  

  )

(   -  
  )

 
  (   -  

  )
   

(   –  
  )

(   -  
  )

 
  (   -  

  )
               

 

 
 

                

            [
        
       
       

]   [
         
       
       

]  [
         
       

            
] 

 

  ( )= ( A
 
 A )

-1
 A

 
  L  *

        -      

-               
+ *

-       

-      
+  [-     

     
] m 

 

 ( )          ( )   [
        
        

]  [-     
     

] = [
        
        

] m 

  

 

ثبعزخذاَ اٌم١ُ   Lٚ اٌّزغٗ  Aِشاػبح رحذ٠ش ل١ُ ػٕبطش اٌّظفٛفخ ِغ  ٚ ثزىشاس اٌحً ٌٍّشح اٌضب١ٔخ

 : وآلارٟ ( ) ٚ ( )  اٌم١ُ اٌّحذصخ ٔحظً ػٍٝ . ( ) اٌّحغٛثخ ٌؼٕبطش ِزغٗ اٌّغب١ً٘ 

  ( )  [
    
    

] m   

 ( )    ( )     ( )   [
        
        

] [
    
    

] = [
        
        

] m 

 

ثبعزخذاَ اٌم١ُ   Lٚ اٌّزغٗ  Aِشاػبح رحذ٠ش ل١ُ ػٕبطش اٌّظفٛفخ ٚ ثزىشاس اٌحً ٌٍّشح اٌضبٌضخ ِغ 

 وآلارٟ : ( ) ٚ ( )  ٔحظً ػٍٝ اٌم١ُ اٌّحذصخ . ( ) اٌّحغٛثخ ٌؼٕبطش ِزغٗ اٌّغب١ً٘ 

 

  ( )  *
    

    
+ m 

 اٌم١ُ إٌٙبئ١خ اٌّحغٛثخ ٌٍّغب١ً٘ وبلأرٟ:ثزٌه ٔزٛلف ػٓ رىشاس اٌحً ٚٔحظً ػٍٝ 

 

    [
        
        

] m 
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  Conditional Least-Squares Techniqueانحم باستخذاو الاسهوب انشرطً 

ٔؼٛد اٌٝ ِضبي  اٌششؽٌٟزٛػ١ح و١ف١خ رطج١ك اٌؼجؾ ثطش٠مخ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبد ثبعزخذاَ الأعٍٛة 

 A   ٔمبؽ اٌشجىخفشٚق إٌّبع١ت ث١ٓ  ف١ٙب سطذ ثغ١طخشجىخ ١ِضا١ٔخ ( ٚاٌزٞ ٠ؼشع 9ا١ٌّضا١ٔخ )طفحخ 

 ٚB   ٚC   ٌٍٓحظٛي ػٍٝ ِٕغٛثٟ إٌمطز١B   ٚC  ِٕغٛة ٔمطخ  ثّؼ١ٍِٛخA. 

 ِٓ الاسطبد  اٌحذ الأدٔٝ اٌؼشٚسٞ  –= ػذد الاسطبد  اٌّؼبدلاد اٌششؽ١خػذد 

                               =3 – 2    =1 

 ٚ ثزٌه ٠ّىٓ وزبثخ ِؼبدٌخ ششؽ١خ ٚاحذح وبلارٟ:

(Δh1 + v1) + (Δh2 + v2 ) + (Δh3 + v3) = 0 

 وبلارٟ: اٌزٟ ٠ّىٓ ط١بغزٙبٚ 

 v1+ v2 + v3 = - (           ) 

 

 ٙب ثبٌّظفٛفبد وبٌزبٌٟ:ٕوّب ٠ّىٓ اٌزؼج١ش ػ

       *
  

  

  

+   (           )  

                                       B           V   =        W 

 ح١ش: 

B ِ   :ظفٛفخ اٌّؼبِلاد  Matrix of Coefficients                 

V  خطبء اٌجبل١خ:   ِزغٗ الأ           Vector of Residual Errors 

W                ِزغٗ اٌم١ُ اٌؼذد٠خ   :Vector of Absolute Terms 

 

 ٚ ثبٌزؼ٠ٛغ ػٓ ل١ُ الأسطبد ٔحظً ػٍٝ

       *
  

  

  

+        

         وبلارٟ: خطبء اٌجبل١خالأرحغت ل١ُ 

V=B
T
 (B B

T
)

-1
  W 
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V=[
 
 
 
]  (     [

 
 
 
]+

- 

        

V=[
 
 
 
]                 = [

     
     
     

]        = [
     
     
     

] 

 

 وبٌزبٌٟ: ̃  الأسطبد اٌّؼجٛؽخ  ٠ٚحغت ِزغٗ

 ̃   L    [

     

     

      

] 

 

 وبلارٟ: B   ٚCحظٛي ػٍٝ ِٕغٛثٟ إٌمطز١ٓ ٚ ٠زُ اٌ

 

 HB = HA +  ̃   = 103.017 

HC = HB +  ̃  = 107.034 

 

         وبلارٟ: خطبء اٌجبل١خالأرحغت ل١ُ فٟ الاػزجبس الأٚصاْ ثؤخز ٚ ثئػبدح حً اٌّضبي 

 

V=P
-1

 B
T
 (B P

-1
  B

T
)

-1
  W 

 

V= [
   
   
   

]   [
 
 
 
]  (     [

   
   
   

]  [
 
 
 
]+

- 

        

 

V=[
   
   
   

] [
 
 
 
]                = [

 
 
 
]                = [

     
     
     

] 

 

 وبٌزبٌٟ: ̃  الأسطبد اٌّؼجٛؽخ  ٠ٚحغت ِزغٗ
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 ̃   L     [
     

     
      

] 

 

 وبلارٟ: B   ٚCحظٛي ػٍٝ ِٕغٛثٟ إٌمطز١ٓ ٚ ٠زُ اٌ

 

 HB = HA +  ̃   = 103.013 

HC = HB +  ̃  = 107. 026 

 

 :اٌششؽٟثبعزخذاَ الأعٍٛة ِشح أخشٜ   (21صٚا٠ب اٌّضٍذ )طفحخ ٚ ثحً ِضبي  

 ِٓ الاسطبد  اٌحذ الأدٔٝ اٌؼشٚسٞ  –= ػذد الاسطبد  اٌّؼبدلاد اٌششؽ١خػذد 

                               =4 – 2    =2 

 ٚ ثزٌه ٠ّىٓ وزبثخ ِؼبدٌز١ٓ ششؽ١ز١ٓ وبلارٟ:

(1 + v1) + (2 + v2 ) + (3 + v3) = 180 

(2 + v2) + (4+ v4 ) = 360 

 

 وبلارٟ: اٌزٟ ٠ّىٓ ط١بغزّٙبٚ 

v1 + v2 + v3 = 180 – (1 + 2 + 3) 

v2 + v4  = 360 – (2 + 4) 

 

 ّٙب ثبٌّظفٛفبد وبٌزبٌٟ:ٕوّب ٠ّىٓ اٌزؼج١ش ػ

[
    
    

]  [

  

  

  

  

] [
    – (         )

    (      ) 
] 
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[
    
    

]  [

  

  

  

  

] [
      
       

] 

        B            V   =       W 

 

         وبلارٟ: خطبء اٌجبل١خالأرحغت ل١ُ 

V= P
-1

 B
T
 (B P

-1
  B

T
)

-1
 W 

 

V= [

          
          
          
          

]   [

   
   
   
   

]  ([
    
    

]

[
 
 
 
 

[

          
          
          
          

]

]
 
 
 
 

  [

   
   
   
   

],

- 

 [
      
       

] 

 

V=[

          
          
          
          

]   [

   
   
   
   

]  [
    
    

]
  

 [
      
       

] =  

[
 
 
 
 -     

-     

-     

-     ]
 
 
 
 

 

 

  وبٌزبٌٟ: الأسطبد اٌّؼجٛؽخ  ٠ٚحغت ِزغٗ

̃        [

      
      
      
      

] = [

          
          
          
         

] 

 

  انخطٍة حم انًؼادلات انشرطٍة غٍر

 اٌّضبي اٌزبٌٟ ٠ٛػح اٌخطٛاد اٌّزجؼخ ٌٍحً فٟ ٘زٖ اٌحبٌخ.

 اٌم١بعبد وّب ٠ٍٟ:ٚوزٌه أؽٛاي أػلاػٗ ٚوبٔذ  ABCل١غذ اٌضٚا٠ب اٌذاخ١ٍخ فٟ ِضٍش 

A= 14
o
 25 18",    B = 58

o
 16 04"  ,    C = 107

o
 19 12" 

AB = 296.05 m  ,   BC = 77.18 m  ,   AC = 263.75 m 

 ٔظش٠خ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبد. ثبعزخذاَ ٌٙزٖ اٌم١بعبد اٌم١ُ اٌّؼجٛؽخ أٚعذ 
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 اٌحً: 

 ِٓ الاسطبد  اٌحذ الأدٔٝ اٌؼشٚسٞ  –= ػذد الاسطبد  اٌّؼبدلاد اٌششؽ١خػذد 

                               =6 – 3    =3 

 ِؼبدلاد ششؽ١خ وبلارٟ:صلاس ٚ ثزٌه ٠ّىٓ وزبثخ 

(A + v1) + (B + v2) + (C + v3) = 180o 

Linearized form of eqn. AB sin A – BC sin C = 0   (since AB/sin C = BC/sin A) 

Linearized form of eqn. AB sin B – AC sin C = 0   (since AB/sin C = AC/sin B) 

  

 وبلارٟ: اٌزٟ ٠ّىٓ ط١بغزٙبٚ 

v1 + v2 + v3 = 180 – (A + B + C) 

(AB cos A) v1– (BC cos C) v3 + (sin A) v4 – (sin C) v5 = 0 - (AB sin A – BC sin C) 

(AB cos B) v2– (AC cos C) v3 + (sin B) v4 – (sin C) v6 = 0 - (AB sin B – AC sin C) 

 

 ٙب ثبٌّظفٛفبد وبٌزبٌٟ:ٕوّب ٠ّىٓ اٌزؼج١ش ػ

*
                       

                                    
                                                         

+  

[
 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

  ]
 
 
 
 
 

 [

      –              

  (         –          )
  (         –          )

] 

 

*
                                     

                                         
                                                               

+  

[
 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

  ]
 
 
 
 
 

 [
          

       
       

] 

                                         B                                 V   =       W 

         وبلارٟ: خطبء اٌجبل١خالأرحغت ل١ُ 

V= B
T
 (B B

T
)

-1
 W 
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V =     

(

 
 
 

           
           
           
         
         
         )

 
 
 

 = 

(

 
 
 

     

     

     

      
      
      )

 
 
 

 =  

(

  
 

  

  

  

  

  

  )

  
 

   

  وبٌزبٌٟ: الأسطبد اٌّؼجٛؽخ  ٠ٚحغت ِزغٗ

 ̃   L        

(

 
 
 
 
 

          

          

           

       

      

       )

 
 
 
 
 

 

(

 
 
 

     

     

     

    
    
    )

 
 
 

 = 

(

 
 
 
 

          
          
           

        

       

        )

 
 
 
 

 

  Combined Least-Squares Techniqueانحم باستخذاو الاسهوب انًذيح  

ٔؼٛد ِشح أخشٜ   الأعٍٛة٘زا ٚ ٌزٛػ١ح و١ف١خ رطج١ك اٌؼجؾ ثطش٠مخ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبد ثبعزخذاَ 

 ٚ   xفشع أْ إحذاص١بد ثؼذَ  ٌٚىٓ ٘زٖ اٌّشح  ِؼبِلاد اٌزح٠ًٛ اٌخطٟ صٕبئٟ الأثؼبد حغبةِغؤٌخ اٌٝ 

y ػٍّب ثؤْ ل١ُ الاحذاص١بد اٌّشطٛدح وّب ٠ٍٟ: خب١ٌخ ِٓ اٌخطؤ 

              x1 =  11.36,  y1 = - 83.33        x1' = 150.05,  y1' =   66.84 

              x2 =  74.78,  y2 =   - 2.70        x2' = 210.07,  y2' = 150.01 

              x3 = -51.96,  y3 =   12.86        x3' =   82.85,  y3' = 160.35 

 وّب ٠ٍٟ:ِؼبدلاد سطذ )ِؼبدٌز١ٓ ٌىً ٔمطخ(  ٠6زُ أٚلا وزبثخ 

x'1 + v1 =   a ( x1 + v7) + b ( y1 + v8) + c 

y'1 + v2 = - b ( x1 + v7) + a ( y1 + v8) + d 

x'2 + v3 =   a ( x2 + v9) + b (y2 + v10) + c 

y'2 + v4 = - b (x2 + v9) + a ( y2 + v10) + d 

x'3 + v5 =   a (x3 + v11) + b ( y3 + v12) + c 

y'3 + v6 = - b (x3+ v11) + a ( y3 + v12) + d 

 :ثؼذ اٌزؼ٠ٛغ ثم١ُ الأسطبد وبلارٟ اٌزٟ ٠ّىٓ ط١بغزٙبٚ 

150.05 + v1 –  a (11.36+ v7)  – b (-83.33  + v8) – c = 0 

66.84   + v2 + b (11.36+ v7)  – a (-83.33 + v8) – d = 0 
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210.07 + v3 –  a (74.78+ v9)  – b (-2.70  + v10) – c = 0 

150.01 + v4 + b (74.78+ v9)  – a (-2.70  + v10) – d = 0 

82.85   + v5 –  a (-51.96+ v11) – b (12.86 + v12) – c = 0 

                     160.35 + v6 + b (-51.96+ v11) – a (12.86 + v12) – d = 0 

 ٙب ثبٌّظفٛفبد وبٌزبٌٟ:ٕوّب ٠ّىٓ اٌزؼج١ش ػ

A X + B V = K 

ِغ اٌزؼ٠ٛغ فٟ اٌّغفٛفبد ثبٌم١ُ اٌزمش٠ج١خ ٌؼٕبطش اٌزح٠ًٛ ٚ اٌزٟ ٠ّىٓ ا٠غبد٘ب ثحً أٞ اسثؼخ ِؼبدلاد 

 الار١خ ل١ُ رمش٠ج١خ ع١ذح ٌؼٕبطش اٌزح٠ًٛ:ٚ اػزجبس ع١ّغ الأسطبد خب١ٌخ ِٓ اٌخطؤ. اٌم١ُ 

a
o
 = 1, b

o
 = -0.04, c

o
 = 135.25, and d

o
 = 149.61 

 

A X = 

[
 
 
 
 
 
 
 -                     -       

                              - 

-                      -       

                             - 

            -          -        

-           -                - ]
 
 
 
 
 
 
 

 [

 
 
 
 

] 

 

B V =  

[
 
 
 
 
 
 
        - -      

       -     

        - -   

         -   

          - - 

           - ]
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

  
  

  
  

   
   

   ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

with 
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B=

[
 
 
 
 
 
                   
                 
                 
                 
                 
                 ]

 
 
 
 
 

  

and 

K= 

[
 
 
 
 
 
 (             ( )        (     )        )
 (            (     )        ( )        )
 (             ( )       (     )        )
 (             (     )       ( )        )
 (            ( )        (     )        )
 (             (     )        ( )        )]

 
 
 
 
 

 = 

[
 
 
 
 
 
      
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 

 

] )أٚ   ٚ ٠زُ ا٠غبد ِزغٗ اٌحً 

  
  
  
  

)أٚ     اٌلاصِخ ٌزحذ٠ش ل١ُ اٌّغب١ً٘ الأ١ٌٚخ اٌم١ُ ٠ّضً اٌزٞ ٚ (  [

[

  

  

  

  

 (  وبلأرٟ: [

 X = (A
T
 (B B

T
)

-1 
A)

-1
  (A

T
 (B B

T
)

-1 
K) 

 X = [

      
      
      
      

] 

 

 ٌٍّغب١ً٘ وبلأرٟ:   حغٛثخٚ رحغت اٌى١ّبد اٌّ

            

X=[

      
      
       
       

] 

ِشاػبح رحذ٠ش ِٓ اٌظفش ِغ    ثح١ش ٠زُ رىشاس اٌحً ػذد ِٓ اٌّشاد حزٝ رمزشة ػٕبطش اٌّزغٗ ٚ 

فٟ وً ِشح ثبعزخذاَ اٌم١ُ اٌّحغٛثخ ِغذدا ٌؼٕبطش ِزغٗ اٌّغب١ً٘   Kاٌّزغٗ ٚ Bل١ُ ػٕبطش اٌّظفٛفخ 

  . 
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 وبٌزبٌٟ: V  الأخطبء٠ٚحغت ِزغٗ 

V =   (    )   (K - AX) 

V=   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

وّب ٠ٍٟ:الأسطبد اٌّؼجٛؽخ  ٠ٚحغت ِزغٗ  

 ̃   L   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      
     
      
      
     
      
     

      
     
     
      
     ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 + 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 = 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
      
       
       
      
       
      

       
      
      
       
      ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 :يثال )إٌداد يؼايلات أفضم خظ يستقٍى ًٌر بًدًوػة ين اننقاط(

 ٔمبؽ وّب ٠ٍٟ:( لأسثغ x,yِؼطٝ ل١بعبد إحذاص١بد صٕبئ١خ الأثؼبد )

p1 (2 , 2.2)  ,    p2 (3 , 2. 9)  ,    p3 (4 , 4.2)  ,    p4 (5 , 5.1) 

زٌه ل١ُ الأخطبء اٌّحغٛثخ ٚ الأسطبد ٚ وحغت ِزغ١شاد أفؼً خؾ ِغزم١ُ ٠شثؾ ث١ٓ ٘زٖ إٌمبؽ ا

 ؽجمب ٌٕظش٠خ ألً ِغّٛع اٌّشثؼبد.اٌّؼجٛؽخ 

 a   ٚbح١ش  y = a x + bِؼبدلاد سطذ )رؤخز طٛسح ِؼبدٌخ اٌخؾ اٌّغزم١ُ   4اٌحً: ٠زُ أٚلا وزبثخ 

 ِزغ١شاد اٌخؾ اٌّغزم١ُ: 
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y1 + v2 = a(x1+ v1) + b     or     2.2 + v2 - a(2+ v1) – b = 0 

y2 + v4 = a(x2+ v3) + b     or     2.9 + v4 - a(3+ v3) – b = 0 

y3 + v6 = a(x3+ v5) + b     or     4.2 + v6 - a(4+ v5) – b = 0 

y4 + v8 = a(x4+ v7) + b     or     5.1 + v8 - a(5+ v7) - b = 0 

A X + B V = K 

A X = 

[
 
 
 
  -          -     

-          -    

    -          -       

   -          -      ]
 
 
 
 

 [
  
  

] 

B V =[

           
          
          
          

]

[
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

  
  

  ]
 
 
 
 
 
 
 

 

B V = [

            
           
           
           

]

[
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

  
  

  ]
 
 
 
 
 
 
 

 

K=  

[
 
 
 
 
 (          )

 (          )

 (          )

 (          )]
 
 
 
 

 = [

    
      
    
    

] 

 اٌم١ُ اٌزمش٠ج١خ ٌّزغ١شاد اٌخؾ اٌّغزم١ُ

a
o
 = 0.9 

b
o
 = 0.3 

 X = (A
T
 (B B

T
)

-1 
A)

-1
 (A

T
 (B B

T
)

-1 
K) 
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 X = [
     
     

] 

]اٌحً : ِزغٗ   
  
  

])أٚ     اٌلاصِخ ٌزحذ٠ش ل١ُ اٌّغب١ً٘ الأ١ٌٚخ اٌم١ُ ٚ ٠ّضً  [
  

( ٌٍحظٛي ػٍٝ  [  

 وبلأرٟ:   ل١ّٙب اٌّؼجٛؽخ  

 

 ٌٍّغب١ً٘ وبلأرٟ:  ٚ رحغت اٌى١ّبد اٌّؼجٛؽخ 

           
 

ِٓ اٌظفش ِغ ِشاػبح رحذ٠ش ل١ُ    ثح١ش ٠زُ رىشاس اٌحً ػذد ِٓ اٌّشاد حزٝ رمزشة ػٕبطش اٌّزغٗ 

فٟ وً ِشح ثبعزخذاَ اٌم١ُ اٌّحغٛثخ ِغذدا ٌؼٕبطش ِزغٗ اٌّغب١ً٘   Kٚ اٌّزغٗ  Bػٕبطش اٌّظفٛفخ 

  . 

X=[
 

   
] 

 

V =   (    )   (K - AX) 

V = 

[
 
 
 
 
 
 
 
     
     
     
     
     
     
     
     ]

 
 
 
 
 
 
 

 

  وّب ٠ٍٟ:الأسطبد اٌّؼجٛؽخ  ٠ٚحغت ِزغٗ

 ̃       

[
 
 
 
 
 
 
 

 
   
 

   
 

   
 

   ]
 
 
 
 
 
 
 

 +

[
 
 
 
 
 
 
 
     
     
     
     
     
     
     
     ]

 
 
 
 
 
 
 

= 

[
 
 
 
 
 
 
 
    
    
    
    
    
    
    
    ]
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Error Ellipse 

 

Given the variance covariance matrix *
  

        

        
  

+ of the E,N coordinates of a 

point P, the orientation (t) and the dimensions (     ) of the related error Ellipse 

can be obtained as follows: 

 

Tan 2t =
       

  
     

  
 

 

  
  =  

    Sin² (t) +             (t) Cos (t) +  
    Cos² (t) 

 

  
  =  

    Cos² (t) -             (t) Cos (t) +   
    Sin² (t) 

 

The following example illustrates how to determine the orientation and 

dimensions of error ellipse. 
 

 

Example 

 

Plane rectangular coordinates of a point P are calculated using the following 

equations: 

 

                                                    EP =  Eo  + d Sin  (α) 

                                                    NP =  No  + d C   (α) 

 

Given that Eo and No are errorless and the respective std. dev. values of the 

m   u  d d        d   d  h  m   u  d  z mu h α     ±0 02 m   d ±10"   d = 

550 60 m   d α = 44° 30' 00"  C mpu   

  

a) Variance covariance matrix of EP and NP.  

b) Orientation of the standard error ellipse of the position of point P. 

c) Semi-major and semi-minor axes of the standard error ellipse of the 

position of point P. 

 

    ِغّٛػخ )أٚ ِزغٗ( ِٓ اٌى١ّبد  Yإرا وبٔذ ( 7ثبٌشعٛع اٌٝ لبْٔٛ أزمبي الأخطبء اٌؼشٛائ١خ طفحخ )

 فبْ:   ٚوً ِٕٙب داٌخ فٟ ِغّٛػخ )أٚ ِزغٗ( ِٓ اٌّزغ١شاد اٌؼشٛائ١خ 

 

ΣYY =     ΣXX     
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 ٚ ثزطج١ك رٌه ػٍٝ ِؼبدٌزٟ اٌّضبي أػلاٖ:

 

*
  

        

        
  

+ = [

  1

 d

  1

  
  2

 d

  2

  

]  *
  

     

      
 

+  [

  1

 d

  2

 d

  1

  

  2

  

] 

   

  *
  

        

        
  

+ = [
          
           

]  *
  

     

      
 

+  [
        

             
] 

  

 =[
            
             

]  *
(    )  

 (
10

206265
) + [

          
               

] 

 

*
  

        

        
  

+=[
                  
                  

]  

                 

         =    0.024 m. 

         =    0.024 m. 

            =   0.000186 m
2
. 

 

 

Tan 2t =
       

  
     

  
       

 

2t =             

  
     

  
 =       (         )

(                 )
 = 270° 18' 29'' 

 

 t = 135° 09' 14.5'' 

 

 

  
  =  

    Sin² (t) +             (t) Cos (t) +  
    Cos² (t) 

  
  = 0.000277 + 0.000186 + 0.000284 = 0.000747 

 

   = 0.0273 m. 

 

  
  =  

    Cos² (t) -             (t) Cos (t) +   
    Sin² (t) 

  
  = 0.000276 - 0.000186 + 0.000280 = 0.000370 

 

   = 0.0192 m. 
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  Test: Goodness of Fit 
 

At the completion of a least-squares adjustment, the significance of the 

computed reference variance,   
 ̂  , can be checked statistically. This check is 

often referred to as a goodness-of-fit test since the computation of    ̂
2
 is based 

on ∑  . That is, the computed reference variance gets larger with large values 

of residuals, and thus the model computed deviates more from the values 

observed.  

 

The    distribution checks the computed (a posteriori) reference variance 

against the a priori reference variance through the following two-tailed test: 

 

                        Null Hypothesis: 

            Ho:   ̂
2
 =   

  
 

                        Alternative Hypothesis: 

            HA:   ̂
2
     

  
 

 

            The test statistic is given by 

    
    

 ̂  

  
 

 

             Where: 

                                 Number of degrees of freedom 
 

                             
    A priori reference variance 

 

                             
 ̂   A posteriori reference variance 

 

The null hypothesis is rejected when the value computed is either less than  

        
  or greater than       

  , where α is the level of significance (confidence 

interval is 1-α). This means that the computed variance is outside the 

constructed confidence interval for the a priori variance. 

 



Prof. Dr. Mohamed I. Zahran                                               Notes in Adjustment Computations 
 
 

44 
 

The table illustrates the critical values for the    distribution 
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Example 
 

Given the a priori reference variance    
  = 1, a posteriori reference variance   

 ̂ 

= 2.20 ,  Number of degrees of freedom   = 13. Test the null hypothesis that   ̂
2
 

=   
  considering that α = 0 01  

 
 

Solution 
 

            The test statistic is given by 

 

    
    

 ̂  

  
  = 13(2.20)/1 = 28.60 

 

By looking at the table above: 

 

               Lower test value   =           
 =          

  = 3.57   
 

               Upper test value   =        
  =          

  = 29.82 

 

Since the value of   
 ̂  is located between the lower and upper test values it means 

that the computed reference variance passes the test and the null hypothesis is 

accepted. 

 

Example 
 

Given the a priori reference variance    
  = 1, a posteriori reference variance   

 ̂ 

= 2.55 ,  Number of degrees of freedom   = 12. Test the null hypothesis that   ̂
2
 

=   
  considering that α = 0 05  

 
 

Solution 
 

            The test statistic is given by 

 

    
    

 ̂  

  
  = 12(2.55)/1 = 30.60 

 

By looking at the table above: 
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               Lower test value   =           
  =          

  = 4.40   
 

               Upper test value   =        
  =          

  = 23.34 

 

Since the value of   
 ̂  is not located between the lower and upper test values it 

means that the computed reference variance does not pass the test and the null 

hypothesis is rejected. 

  

The rejection of the null hypothesis may be due to blunders in the data or an 

incorrect decision in selecting the stochastic model for the adjustment. 

 

Blunder Detection 

 

Considering parametric least squares adjustment, this procedure is to be 

followed in case that the    test fails:  

a) The cofactor matrix of residual errors     can be expressed as follows: 

        =  P
-1

 - A  XX A
T
  ;   

   where  XX cofactor matrix of estimated unknowns 

   Thus; 

        =  P
-1

 - A (A
T
 P A)

 -1
 A

T
 

b) Standardized residual   ̅ for an observation i can be computed as follows: 

    ̅   
  

√   
 

Where: 

   : residual error of an observation i   

    : ith diagonal term of the matrix     

c) The test statistic    for consideration of an observation i as a blunder can be 

given by: 

    
  ̅

  ̂
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In practice, it is reported that 3.29 works as a criterion for rejection of 

blunders. This means that an observation i is rejected when its    is larger 

than 3.29. 

 

d) In order to identify and get rid of blunders (outliers) from the observations, 

the following steps can be applied: 

 

1. Locate standardized residuals where  
  ̅

  ̂
 > 3.29. 

2. Remove the largest detected blunder. 
 

3. Rerun the adjustment process. 

4. If the    test fails, continue steps 1 – 3 until detected blunders are 

removed. 

5. If more than one observation is removed in steps 1 – 4, perform the 

adjustment process again using the unremoved observations with each 

removed observation at a time. This is to check the observation to see if it 

is again detected as a blunder.  If it is, it has to be removed or reobserved.  

 

 

 

 

 

 

 

 


